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内 容 提 要 


本 书 经 高 等 工业 学 校 应 用 数学 专业 教材 委员 会 1986 年 5 月 杭州 会 议 审 定 为 教 
材 ， 内 容 包括 Banach 空间 中 的 微分 学 和 抽象 函数 的 积分 、Banach 斥 缩 原理 的 重要 
推广 一 -Caristi 不 动 点 定理 和 非 扩展 算 子 、 拓 扑 麻 理论 和 方法 、 变 分 方法 、 单 调 算 子 
理论 以 及 集 值 映 射 的 不 动 点 理论 ， 书 中 讲述 了 上 述 理论 在 非 线性 常 微 分 方程 ,积分 方 
程 , 拟 线性 椭 中 型 偏 微分 方程 变动 边 值 问题 和 芒 规 划 上 的 应 用 . 

本 书 可 供 高 等 理工 科 院 校 应 用 数学 专业 ,数学 专业 和 计算 数学 专业 的 学 生 作为 教 
材 ,也 可 供 数 学 研究 生 、 大 学 教师 和 科技 人 幅 参 考 ， 
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近 二 十 年 来 非 线 性 泛 函 分 析 获 得 莲 勃 发 展 ， 现 在 有 越 来 越 多 
的 理工 科 院 校 为 应 用 数学 专业 本 科 生 和 研究 生 开 出 这 门 课 程 ， 本 
书 是 在 原 编 油印 讲义 4 非 线性 泛 函 分 析 及 其 应 用 ?的 基础 上 修改 而 
成 的 ,经 高 等 工业 学 校 应 用 数学 专业 教材 委员 会 1986 年 杭州 会 议 
审定 为 赦 材 . 近 几 年 国内 外 已 经 出 版 了 儿 本 非 线性 泛 函 分 析 专 著 ， 
其 中 龙 以 自 1985 年 以 来 相继 出 版 的 EE.Zeidler 著 <Nonlinear 
Functional Analysis and Its Applications》> 四 卷 英 译本 的 内 容 
最 为 尘 繁 ， 可 谓 赛 括 这 一 领域 名 个 方面 的 成 果 ， 本 书 与 这 些 专 蔷 
有 很 大 不 同 。 实际 上 ， 它 是 在 作者 八 年 来 为 数学 系 研究 生 和 和 本科 
生 讲 提 同 .名 课程 所 用 的 讲稿 基础 上 逐步 形成 的 ， 为 适 含 本 科 生 
的 需要 ,去掉 了 过 绍 和 过 于 专门 的 材料 ,突出 了 这 门 课程 的 基本 理 
论 ， 同 时 尽 可 能 多 地 挝 了 一 些 应 用 在 非 线性 常 微分 方程 、 非 线性 
积分 方程 、 非 线性 偏 微分 方程 ,数值 分 析 和 最 优化 问题 上 的 实例 . 
第 一 章 介 绍 Banach 空间 中 的 微分 学 、 抽 象 函 数 的 Riemann 
积分 和 隐 范 数 定 理 。 其 中 微分 理论 ， 作 为 本 门 课程 的 最 基础 的 知 
识 写 得 较 充 实 ， 第 二 章 先 介 绍 Caristi 不 动 点 定理 ， 它 是 Banach. 
压缩 映射 原理 的 一 个 最 有 价值 的 推广 ， 在 变 分 学 ,最 优化 ,控制 论 、 
数学 规划 和 微分 方程 等 领域 有 着 广泛 应 用 ， 然 后 介绍 非 扩 展 算 
子 不 动 点 理论 ， 它 是 处 理 非 线性 发 展 方程 的 有 力 工具 .第 三 章 详 
细 介 绍 了 拓扑 度 理 论 , 及 一 些 著 名 的 不 动 点 定理 , 并 通过 各 种 应 用 
使 学 生 掌握 度 理论 方法 ， 第 四 章 先 讲 述 梯 度 映 射 和 它 的 势 泛 函 表 
达 式 ， 这 部 分 是 无 穿 维 空间 的 场 论 。 然后 讲述 泛 函 的 极 值 以 及 英 
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下 半 和 连续 性 在 保证 泛 函 达到 极 小 入 的 重要 作用 ， 景 后 介绍 变 分 方 
法 在 非 线性 积分 方程 的 应 用 ， 第 五 率先 从 在 微分 方程 ,积分 方程 、 
是 规划、 数值 分 折 和 和 非 光滑 分 析 等 领域 很 有 用 的 次 微分 理论 讲 起 ， 
然后 介绍 一 类 重要 的 非 紧 映 射 一 -单调 映射 的 基本 理论 ， 其 中 包 
括 正规 对 偶 映射 和 强制 极 大 单调 映射 必 满 射 等 基本 结果 第 六 音 
简略 介绍 一 下 集 值 映射 的 不 动 点 理论 和 Von Neumann 极 小 极 大 
定理 ， 

本 书 不 涉及 线性 拓扑 空间 知识 ， 书 中 已 详 述 了 所 用 到 的 拓扑 
知识 .读者 只 需 其 有 线性 泛 函 分 析 入 门 知 识 便 可 学 习 本 书 ， 书 中 
少量 标 有 * 号 的 章节 以 及 小 字 排 印 的 内 容 可 不 讲授 ， 为 便于 学 习 ， 
第 二 这 $7 和 $8 就 线性 赋 范 空间 的 情形 讲述 了 廿 集 分 高 定理 和 
能 拓扑 等 概念 和 结果 ， 除 第 一 章 是 共同 需要 的 基础 知识 外 ， 其 余 
各 章 很 少 相互 涉及 ,授课 教师 可 根据 学 时 多 少 和 要 求 ,自行 取舍 章 
节 , 灵活 使 用 ，60 学 时 可 讲 完 本 书 大 部 分 内 容 . 

应 用 数学 教材 编 委 会 将 这 本 书稿 定 为 教材 之 列 ， 在 国内 是 一 
本 新 的 尝试 ， 哈 尔 滨 工业 大 学 吴 从 炸 邢 授 在 百 忙 中 仔细 审阅 了 书 
稿 ,提出 许多 宝 焉 意见 ,增强 了 本 书 的 适用 性 、， 胡 志 国 , 杨 光 红 、 沫 
押 和 和 宋 权 尼 同 志 也 对 本 书 提出 不 少 改进 意见 并 抄写 书稿 ， 在 此 一 
并 向 他 们 表示 衷心 感谢 。 由 于 作者 学 术 水 平和 教学 经 验 的 限制 ， 
书 中 错误 和 不 当 之 处 在 所 难免 , 奶 切 带 望 专家 ,授课 教师 和 读者 给 
予 指正 . 
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第 一 章 ”Banach 空间 中 的 微分 学 


早 在 泛 函 分 析 诞 生 之 前 ， 在 变 分 学 中 就 已 经 考虑 了 非 线性 泛 
消 和 它 的 变 分 。 非 线性 泛 函 分 析 是 无 穷 维 拓扑 空 间 ( 或 无 穷 维 流 
形 ) 上 的 非 线性 分 析 , 它 所 研究 的 对 象 是 作用 在 无 穷 维 空间 中 的 非 
线性 算 子 。 因 此 , 非 线 性 泛 函 分 析 中 的 一 些 概 念 、 方法 和 结果 党 党 
受到 有 限 维 空间 的 分 析 学 和 线性 泛 函 分 析 的 启迪 . 像 十 典 分 析 屠 
样 , 算 子 的 有 界 性 ,连续 性 、 微 入 和 积分 等 分 析 概 念 是 商 先 要 磁 到 
的 , 本 章 在 Banach 空间 中 讨论 这 些 概念 . 


81 非 线 性 算 子 的 有 界 性 和 连续 性 “ 


设 卫 ,7 均 为 距离 空间 , 了 是 从 XY 到 了 的 算 子 ， 我们 用 多 (7T) 
表示 也 的 定义 域 ， 记 作 T， 镍 (T) CX-> 了 .记号 7T;: OCX->7 家 
示 昌 二 纪 (T)， 特 别 地 ,7T: 了 ->Y 系 指名 (T)= 蔗 

定义 1.1 设 民 了 是 距离 空间 ， 称 算 子 也 : 纪 (7) CX-> 了 是 
有 界 的 ,是 指 下 映 更 ( 罗 内 任 一 有 界 集 为 了 中 的 有 界 集 , 

定义 1.2 设 和 了 ,7 同 定义 1.1,zoE 绿 (2). 称 也 在 zi 处 连续 ， 
是 指 对 于 任意 点 列 {zw} 避 (TT), 当 zx,>zo 时 ,有 人 zz 

车 卫 在 乡 (7T) 的 每 一 点 涡 连 续 , 则 称 克 是 连续 算 子 ， 

不 难 验证 , 如 此 定义 的 连续 性 概念 与 用 邻 域 来 定义 是 等 价 的 . 

由 定义 可 以 看 出 , 连续 的 概念 依赖 于 极限 的 概念 。 我 们 知道 ， 
在 无 穷 维 赋 范 空间 中 , 有 多 种 极限 的 概念 , 从 而 可 以 定义 多 种 连续 
的 概念 。 极 限 概念 有 强 有 弹 ， 决 定 了 连续 性 概念 有 强 有 弱 ， 在 研 

ee 了 


究 具体 问题 时 ,许多 算 子 往往 不 具有 较 强 的 连续 性 , 因而 有 必要 研 
究 各 种 贸 弱 的 连续 性 ， 在 本 节 最 后 ， 我 们 将 介绍 几 种 其 它 的 连续 
性 概念 . 

定义 1.3 设 生 了 、 了 同 定义 1.1, 称 了 在 狗 (7) 上 是 一 致 连 
续 的 ， 是 指 对 于 任意 指定 的 e>0， 存 在 6=46(e)>0， 当 zz"E 
画 ( 们 且 p(ez0<6 时 ,有 pi(z'2z0)<e 其 中 psp 分别 表 
东 ,7 的 距离 . 

” 下面 来 考虑 算 子 的 连续 性 与 有 界 性 的 关系 . 

例 1 设 了 是 4 维 欧 氏 空间 邱 ,Y 二 本 ，f; CX—Y 连续 ， 
众所周知 ,车 0 是 有 界 闭 集 , 则 f 在 上 有 界 ， 自 然 要 问 、 当 子 
为 无 穷 欠 册 范 空 间 寺 ， 上 述 结论 是 否 仍然 成 立 昵 ?下 面 的 例子 说 明 

不 一 定 成 立 ， 四 

例 2 取 = 信 了 = 加 ,天生 > 了 ， 其 中 二 (msm)…)EX， 
f(z)= 3) (jul—Dm. 


i9 wl>1 


“实际 二 对 于 固定 的 5 (机 对 有 限 项 来 和 ,下 加 证 明 f 在 XX 
二 连续 
设 {zaj}3-o CK, zn ae WE), oe "0 (n>00), 则 f(zn) 


= D098 |—i) m, f (20) = QZ (0 各 | 一 Dm 


19 01>1 v0 
因为 yw 一 xzo， 而 疡 中 按 范 数 收 熏 落 洱 一 致 依 生 标 收 总 又 因 
了 (so 仅 对 有 限 项 求 和 , 因而 (zw) > (x0) (sco) 即 了 在 和 上 连 
续 ， 然 而 , f 不 是 有 界 算 子 ， 事实 上 ; 任 取 et>0 令 ViD= (二 eo) 
: -Onins Ya = (CI n° .)， 其 中 | 
9 = 当 急 二 及 
0， 当 mn 
那么 {rs} CC 万 (0， 1 十 eo)， 其 中 B00, 1 十 e0) 二 {zEX| } 2 | 委 1 十 
a 2 


e0); 而 了 (zw) 二 neo>c0 (2->co)， 故 了 无 界 - 
“由 于 万 (0, 1 十 eo) 是 有 界 闭 集 ,三 可 见 有 界 闲 集 上 的 进 续 算 子 不 


一 定 有 界 ， 

本 书 用 BCzo,7) 和 B(xos7) 分 别 表 示 以 zo 为 心 ,7 为 半径 的 开 
球 和 闭 球 ， 

命题 1.1 设 X,Y 皆 为 线性 赋 范 空间 ,7;B(zo,7)CX>Y 一 
竹 连 续 , 则 了 为 有 界 算 子 . 


证 明 由 假设 知 , 存在 6>>0, 当 z's2"EB(zo,7) 且 x 一 z* | 
<6 时 , 有 12z 一 ?zj<1， 本 书 用 .V 表示 全 体 自然 数 的 集合 ， 取 


mi 使 得 <6。 设 wEB(zo, 7), 令 2 一 + (so) ($=0, 
4 3 0)， 则 根据 
lees—al= 直 Iz—sol < 二 < 


有 jz 一 ?zi 一 1 人 三 0, 1 20 一 1) 


17zj 委 17z 一 2zol + Tzol 
< 六 i jpzu] 
m+ Tz0l 
印信 有 办 和 于 


证 毕 
“值得 注意 的 是 在 命题 1.1 中 若 将 闭 球 (zo,7) 换 成 有 界 闭 
集 ， 则 结论 不 真 ， 但 从 命题 1.1 的 证 明 中 易 看 出 对 有 界 凸 集结 论 
仍然 成 立 . 
由 命题 1.1 和 例 2 我 们 可 以 看 出 ， 无 穷 维 空 间 中 有 界 闭 集 上 
的 连续 算 子 不 一 定 是 一 致 连续 的 ， 


例 3 Caratheodory 上 映射. 

设 QC 怒 是 Lebesgue 可 测 集 ,f (3, 是 定义 在 SEO ，| 名 << 
co 上 的 函数 , 称 了 (s,?) 满 足 Caratheodory 条 件 , 是 指 

©) 对 几乎 所 有 的 sE0, f(s,) 对 4 连续 . 

cz) 对 任意 固定 的 多 f(s 和 ) 对 s 是 可 测 的 . 
适合 Caratheodory 条 件 的 函数 , 称 为 Caratheodory 函数 

设 z(s) 是 一 实 图 数 (sSE2)， 定义 (Pz) (s) 二 f(s,x(s))、 这 
个 算 子 也 为 一 非 线 性 算 子 ， 它 将 上 的 实 国 数 映 成 & 上 的 实 芋 
数 ， 称 此 算 子 为 Caratheodory 上 映射 或 Nemyskii 算 子 . 

我 们 来 证 明 , 喘 8 上 (ZL) 可 测 函 数 为 2 上 (ZL) 可 测 函 数 . 实 
际 上 ,不 失 一 般 性 , 可 设 对 所 有 sEQ,f(s,) 对 连续, 设 z(s) 是 
可 测 函 数 ， 取 简单 函数 列 {z(s)} 满足 x(s) 一 limze(s)， 于 是 ,对 
每 一 sEQ,f (sjw (8)) 二 limf(s, zs (3)). 下 面 来 证 明 每 个 f(s， 
zn(3)) 都 是 可 测 冰 数 , 从 而 也 就 证 明了 f(s,z(s)) 是 可 测 的 . 设 


Xn (8) 一 这 csXoy(s), 其 中 cy 是 常数 ， Xo 是 ;的 特征 函数 ， 2 两 
1=1 | 


不 交 , LU 01=9， 由 此 得 fs, za(s)) = 21f(s,c) Xa,(9). 因 


为 每 一 个 被 加 项 都 是 可 测 的 , 所 以 了 (s, zn 人 s)) 可 测 . 
现在 我 们 来 考虑 Caratheodory 映射 的 有 界 性 与 连续 性 . 我 
们 关心 的 是 它 在 空间 5?7(8) (p 之 1) 上 的 性 质 , 

: 引 理 1.1(Nemyskii V.V.,1934) ” 设 m 人 < 之 oo， 则 Caratheo- 
dory 映射 觅 依 测 讼 收敛 列 {zn(s)}%-1 为 依 测度 收 人 证 列 :{f(s， 
zn (8)) } Ral. 

证 明 设 rsks) 依 测度 收敛 于 xzo(s)， 我 们 欲 证 : 对 于 枉 意 指 
定 的 se>0 及 6 汪 0, 存 在 入 , 当 n 宇 WV 时 ,有 


m(Qn) =m{sEQ |f (8, 2n(8)) —f Cs, z0(s)) [<e} 
e 4 。 


>m(2) 一 6 
对 于 上 述 的 e>0, 令 


G4= {sEO1 对 于 任意 的 z |za(s) 一 4 之 地 坊 


1f(syzo(s)) —f(s, 4) |<e} 
其 中 “>” 表 示 草 涵 关 系 . 则 GCGsCCGCGinC', 记 也 = 
QQ\ G4， 车 s&EB, 则 seEGs (bk 二 1,2,…), 即 存在 ws 虽然 |z0(s) 
坊 
—%| 过 二 但 fCs,20C8)) 一 f(s, 40) |>e(h=1,2,"), 这 下 家 . 
明 f(s,") 在 4=z6(s) 处 不 连续 , 所 ej)m( 辐 =0， 从 而 m( 们 ) = 
"(U ® limm(G;). 由 此 得 出 对 于 给 定 的 >0， 存 在 Koc .1 
» 
有 ， 
m(Gmj>m(9) 一 号 GD 
令 了 = {sEQ | 1so(s) 一 zo(s) | < 元}， 因 为 zs(4) 依 测度 收 全 
巴 和 (6), 所 以 Hmm(Fw) =m(9)， 故 存在 入 , 当 n> 时," 


mF)>mO)-E (1.2) 
根据 户 , 与 G56 的 定义 ,站 GooCQs， 所 以 m( 人 84) 守 mF 从 N 
Go); 综合 (1 了 、(1:2) 式 知 ,nN 时 , m (8,) >m(9) 一 6. 
| 证 毕 
定理 1.1 (Vainberg M.M. ,1951) 车 mm(O) 一 co 2 Pp: 宇 1 
且 'Caratheodory 兵 数 满足 
|f(s,w) 1Sa(s) +blul (CsE0, <co) (1.3) 
其 中 a(8)EL?:(Q),5=const, 二 0, 则 了 Lf (0) 一 Lm(9) 连续 . 
»。 5 » 


证 明 设 w=z(s)EL"(Q), 则 a(s) blz(s) |7rE Ln (0). 
据 (13), |fCs, zs))| aCs) Tblz(s) |r, 故 f(s, 2(s))EL" (0), 
上 BF: Lr (> L702). 

设 {z0)?.oCLe(Q) ,zo>zo(n>00)， 则 za(s) 依 测度 收敛 于 
zo(s)， 依 引 理 1 了 (sza(s)) 依 测 讼 收 化 于 f(s, za(s))、 此 时 ， 

|f (ss za(s)) 一 (sszoCs)) 1= 依 测度 收 化 于 0. 

车 能 证 明 |f(s,z,(s)) 一 fs, ros)) 1* 的 积分 具有 等 度 绝 对 
束 续 性 ,出所 Vitali 定 程 ( 见 参考 文献 [4), 有 | |f(s, ze (s)) 一 
f(syso(8)1?4s*0, 县 五 在 sa 处 违 续 ， 首 先 注意 到 

{f(ssza(s))—f(s, ros)) le 
2n(|f(s, za(s)) | |f(s, zo(s)) 1?:) 
dr(21a(s) | br [za(8) 1? + or | ros)|?:) 
| zs(s)12 魏 22 |znC 5)— zols) j?: 寺 27|zx0(s) 2 

由 以 上 两 式 知 , 只 需 证 明 |z。(s) 一 zoCs)1?: 的 积分 具有 等 度 绝 
对 连续 性 妇 现 ; -，， 

对 于 任意 给 定 的 2>0, 由 | ,1zn(s) 一 zols) "da>0 知 ， 存 在 
省 a>N 时 | ms) 一 za(s)1"gs<e， 此 时 ， 对 于 任 一 可 测 
集 4CO，| jzr(9) 一 am(s)lnds<e(p>N). 由 za(s) 一 ax) 
的 积分 绝对 违 续 性 , 对 于 |: 述 的 e>0, 存在 6 之 0, 对 于 任意 可 测 集 

4C0, 当 m(4) <6 时 , 有 | ,lza(9 —zo(s) Inds <e (n=l, 


的 


N). 故 当 加 (4)<6 时 ,有 | len(s) —zos) Imds<e(n=1,2,.)» 


央 |z4(3) 一 go(5) | 的 积分 具有 等 床 绝 对 连续 性 ，. 
证 毕 


定理 中 的 条 件 (1.3) 表 示 机 幼 关 于 2 六 增长 条 件 . 如 果 
各 二 ?2 二 2, 称 为 不 超过 线性 增长 条 售 ， 它 不 仅 保证 了 了 把 Dr: (Oh 
跨 到 Le(0), 而 且 也 保证 了 F i 性 

定理 1.2 (Krasneselskii M.A.1951) 车 Ff L?:(Q) -> 
Zz(O) 过 续 , 则 尺 有 界 . 

证 明 不 妨 设 PRO)=0， 否则 考 硬 和 (有 二 (内 一 
f(s,0)， 此 时 fi(s; 吧 亦 是 Caratheodary 映射 县 FI; 2 一 
Lx(Q) 及 F,(0)=6. 

因为 在 原点 连续 ,所 以 在 原点 附近 有 界 ， 下 存 检 9 六 0 对 
jz(s) 1 < 时 ,17Cs (9))1as1. 

设 zc7 "(0), 则 存在 go Cz): hts, 
知 … 


ure< < einac<erbm 0 
由 Lebessye 测 麻 的 涝 续 性 ,可 分 割 0: 9= 站 0。 使 得 :0, 丙 


两 不 交 且 |。 lz(s) [mds<rn (t=1,2,.…, no 二 1). 作 
$2(5), SE 
(0， sEQ\ QL 
有 Is) lar, Mm], How)1nas- {olf(s, 2 CoD lnds 
<1， 故 


ZKKS) 一 (b=1,2,., m0+1) 


notl 
| yz(o)1nass DlfCs,sC0)) nas<nt1 
k=1l “Qk . 


(1.5> 
综合 (1.4), (1.5) 两 式 ,有 


1 
brzly, < Cot 1) zz < Cr-alz(s) 1 全 十 了 位 


一 


邯 ; ZP: ?2 有 界 . 

证 毕 

关于 Caratheodory 映射 还 有 更 好 的 结果: 车 FP: ZP->ZPz 
(bo Ps 之 1), 则 有 |f (Css) 1a(s) 十 blu| 宫 ， 其 中 a(s),5 同 定理 
1.1， 另外， 还 可 以 去 掉 定理 1.1 关于 m9<co 的 限制 . 这 里 我 
们 就 不 去 证 明 这 些 结论 了 ( 详 见 参考 文 献 [31] 中 第 一 章 )， 这 样 ， 
根据 定理 1.1 与 定理 1.2, 我 们 就 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 若 L?:( 人 9) 
一 Lza(9), 则 下 连续 且 有 界 . 

前 面 例 2 说 明 作 用 在 无 穷 维 空间 有 界 闭 集 上 的 非 线性 算 子 ， 
它 的 连续 性 并 不 保证 其 有 界 性 , 其 根源 在 于 空间 是 “无 穷 维 " 的 . 但 
是 ; 对 作用 在 无 劣 难 空间 的 一 些 具体 算 子 , 连续 性 通常 是 苛刻 的 要 
求 ， 它 们 常常 只 具有 某 些 很 弱 的 连续 性 ， 因 此 有 必要 给 出 一 些 较 
纪 的 连续 性 概念 、 今 后 我 们 用 记号 “一 "和 “一 ”分别 表示 点 列 的 弱 
收盘 和 绚 * 收 和 

十 兴 44. 设 误 . 了 皆 为 线性 赋 范 空间 ，77， DN EX 
sD 

G) 称 儿 在 名 处 次 连续 ,是 指 对 于 任意 点 列 {zo) ?1 CD(T)， 
当 zn—>X0o 肝 ， 有 Tx — TH0; 

(i) 称 好 在 mu 处 弱 连 续 ， 是 指 对 于 任意 点 列 人 3 C 
雪 (7)， 当 oo 一 2zo 时 , 有 Tx 一 To; 1 
” (ii) 称 卫 在 m 处 强 连 续 ， 是 指 对 于 任意 点 列 {zn} tC 
妆 (T), 当 7 一 zo 时 , 有 Tz->Tz0; 

(iv) 假设 了 是 也 的 共 g 空 间 也 *. 称 了 在 zo 处 半 韦 绕 ， 是 指 对 
于 任意 的 hEX, B ts>0nEN), ts—>0 BH zo i 锥 尼 (7) 时 ， 就 
有 T(xo 二 tnh) -> Tx. : 

如 果 算 子 了 在 一 集合 的 每 -点 都 具有 某 种 连续 性 ， 则 说 在 


法 集 合 上 具有 这 种 连续 性 , 
® 8 » 


各 种 连续 性 的 关系 如 下 : 
连续 
强 连 代 。 二 一 > 半 连 续 (Y=X*) 
| -一 > 弱 连 续 一 人 
第 五 章 命 题 1.3 将 证 明 ， 对 自 反 Banach 空间 的 单调 算 子 来 
说 ， 在 定义 域 的 内 点 处 次 连续 与 半 连 续 等 价 ， 本 书 常见 的 情形 是 
从 下 到 了 * 的 算 子 ， 我 们 始终 用 记号 (Tz, 来 表示 连续 线性 泛 函 
Tz(EX*) 在 h(EX) 的 取 值 ， 如 果 介 是 出 集 , 则 容易 验证 ， 算 和子 
在 人 上 是 半 连 续 的 ， 当 且 仅 当 对 任何 x, hEQ 及 任何 eEX, (T(z。 
十 th),e) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 . 
”定义 1.5 设 了 是 线性 峙 范 空间 , 2CX. 称 9 是 序列 式 坑 亲 
集 , 是 指 对 于 任意 点 列 {zs} C9, 当 zzo 时 ,有 zoEQ，， 
另 有 一 种 弱 闭 集合 的 概念 系 指 在 弱 拓 扑 下 是 闭 集 ， 我 们 将 在 
第 二 章 $8 讨论 弱 拓 扑 下 的 闭 集 及 与 序列 式 弦 闭 集 的 关系 .。 
为 了 后 面 的 需要 ; -现在 介绍 自 反 Banach 空间 有 界 集 的 一 条 
重要 性 质 ( 引 理 1.3), 为 此 先 证 
引 理 1.2(Eettis) 设 守 是 自 反 Banach 空间 , 和 是 到 的 闻 线 
性 子 空 间 ， 则 Xo 是 自 反 Banach 空间 . 
证 明 考虑 筷 * 与 XX， 作 上 映射 T: 瑟 *-> 开 和 gf fe ， fe 
*)， 不 难 验 证 ,7T 是 有 界线 性 算 子 ， | 
下 面 证 明 Xo 是 自 反 Banach 空间 , ; 即 要 证明; 对 于 任 一 经 
$*, 存在 VoEX,, 使 得 对 任 一 pEXY， 有 
y (9) =9p (20) 
由 于 2*gE 玉 xy 并 是 自 反 Banach 空间 , 因此 ， 存 在 20EX,z$* 二 
T*y， 设 pEXY, 据 Hahn-Banach 定理 ,存在 fEX*, p=Tf， 从 
而 yt9) =y (Tf) = (7T*y) (f) =f(zo)， 故 以 下 只 需 证 zoEXo, 这 样 
就 有 y (89) 二 p(xz0o)， 若 zoEX\X0o, 则 依 Hahn-Banach 定理 , 存在 
es 9 ..。 


foEX*, 使 得 f0(2)==0(zEX0), fo(79 =1zol>>0, 那 和 0=Tfo=9。 
EX* 但 fo(z0) 二 y (go)=0 与 folx0 >0 相 记 盾 . 
证 毕 
引 理 1.3(Bberlein-Shmulyan) 设 开 是 自 反 Banach 空间 ， 
则 开 中 任何 有 界 集 是 弱 列 紧 集 . 
> 证明 设 {zjCX,z 和 (一 1 2,…)， 记 马 是 由 {ze} 生 
: 城 的 六 线性 子 空间 , 据 引 理 1.2，Xs 是 自 反 Banach 空 间 。 由 
可 分 ) 知 开标 可 分 ,从 而 下 可 分 . 
由 下 视 奏 小 是 下 ,中 的 点 列 ， 对 于 任意 EX$, zt* (有 ) =f(z;) 
且 [z%*= 有 zs[ 才 了， 即 {zt*} 是 于 并 中 的 有 界 点 列 ， 仿 Alaogin 
趾 拖 邮 训 分 安 间 的 共 放 空间 的 任 何 有 界 , 集 是 弱 * 列 紧 的 )， 从 
{z2*)} 中 可 抽出 子 列 {zw+*), {cnt*) 弱 * 收 合 于 x3*EXZ， 即 对 任 
EK, le, Oe, ; 各 2 反 , 故 存在 roEXo 使 得 x$* 
是 m% 在 文 和 + 中 的 自然 代入} 二 是 ， | 
| “ limf (2%,) je (fex$) 


.Fe 涉 面 证 明 {zyj 在 区 中 习 收 狼 于 对 于 任意 EX*, f(z) = 
f|xo (rn) (n=1,2,..), flxoEXt. 故 有 limf (zw 一 limf |xo(zw) 


所 和 zkzo) = 并 ab 即 {zu)} 在 入 中 弱 收 化 于 zo 证 毕 
引 理 1.3 是 一 个 极 重要 的 结果 ,其 逆 定 理 亦 成 立 , 即 车 王 的 任 
党 有 界 集 是 弱 列 紧 的 ， 则 下 是 自 反 Banach 空间 ( 见 参考 文献 
[28])， 这 样 ,我们 得 到 了 自 反 Banach 空间 的 一 个 特征 单位 球 
是 弱 列 紧 的 , 
命 生 1.2 设 卫 是 自 反 Banach 空间 ,了 是 线性 赋 范 空间 , J 
多 (T)CX->7 双 连 续 且 如 (T) 是 序列 式 弱 闲 的 ， 则 T 是 有 界 
算 子 . 
证 明 若 人 无 界 , 则 存在 有 界 点 列 {z%} CC 名 (T), Txs|> oo 


ee IO 。 


向 引 理 1.3, 有 ZoEX 及 {zw} 的 子 列 {zn.}?=1 使 得 zw 一 zo(0t 一 co). 
出 对 纪 (7T) 的 所 设 知 z0E 纪 (7T)， 依 的 弱 连 续 性 , Tx, 一 Txo， 因 
此 , {Tzn,}?-1 是 有 界 点 列 ,此 与 17x;,1->co 相 了 矛盾 ， 

证 毕 


§2 微分 与 导 算 子 


本 节 讲 述 线性 赋 范 空间 的 微分 学 ， 主 要 内 容 是 G- 微 分 与 6- 
叶 算 子 和 -微分 与 - 导 算 子 以 及 广义 中 值 定理 , 


2'1 方向 微分 

设 和 是 实 线性 冉 范 空间 , QCX,zo 是 9 的 内 点 ,那么 对 于 任意 
的 hE, 只 要 足够 小 , 便 有 zo+ih 属于 zo 的 某 一 邻 域 C0, 即 对 
于 任意 的 ME 存在 >0， 当 | 中 由 此 我 们 可 
以 引入 下 列 顾 念 . 

定义 2'1 设 开 是 实 线性 空间 , fCX， 称 zxoEB 是 怠 的 1 内 
虑 ,是 指 对 任何 奏 忆 存在 tw >0) 使 当 | 引 <w 时 ， st thED. 车 
4 的 每 一 点 皆 为 1- 内 点 , 则 称 Q 是 1- 开 集 . ， 

从 以 上 定义 直接 看 出 , 赋 范 空间 中 的 开 集 必 为 工 开 集 . 

定义 2.2 设 有 为 实 线性 空间 ,了 为 实 线性 冉 范 宅 间 ，7T 
稳 (T}CX->7, 且 zo 是 纺 (T) 的 1- 内 点 ,hEX，、 如 果 
+ 的 一 Ta (2.1) 


limz* 
to0 


存在 , 则 称 卫 在 x6 处 沿 方 向 可 微分 ， 此 时 ， , 称 其 极限 值 是 在 
处 沿 方向 大 的 微分 ， 也 叫做 了 在 ze 处 对 应 于 无 的 G- 变 分 ， , 记 作 
07 (zo0p。， 若 对 任何 1EX, 6T (zo)h 都 存在 , 则 称 人 在 ze 处 有 C- 变 
分 、 如 果 在 只 (C 允 (了 9) 上 每 一 点 处 有 G- 变 分 , 则 称 T 在 Q 上 有 
入 - 变 分 . 

si1l 。 


我 们 还 可 以 引入 更 弱 的 微分 概念 , 如果 把 定义 2.2 中 的 (2.1) 
式 换 成 
lim Tsot th) — Txo_ 一 6， T(x0)h 


1>0t 


( lim TC*ot th) 一 了 50 sh) = -87(z0)8) 


存在 , 则 称 6:T(z0) 有 (6-T(z0) 加) 为 人 在 zo 处 沿 方向 的 右 ( 左 ) 微 
分 .容易 看 出 , 67 (zo)h 存在 的 充 要 条 件 是 6;T(zoO)h 和 6_T(z0) 
均 存在 且 6,T(z0)h= 二 6-T(zo0)h， 而 县 此 时 它们 竺 于 67(z0)h, 本 
节 只 讨论 SP (x0Y8 的 性 质 ， 只 是 在 第 五 章 才 需 用 到 6;,7 (zo)h. 
从 定义 2.2 直接 看 出 ，6T(zo)hEY，G- 变 分 是 数学 分 析 中 方 
向 导数 概念 的 推广 . 
显然 , (2.1) 式 等 价 于 下 列 的 : 


lm TTCeot th) —Tro—t6T(z0) B=0 (2.2) 


命 是 21 ， ， ， 
四 “着 对 js0)87 (rn 站 存在 , 则 对 任意 实数 + 关 0，57(o 
(rh) 存 在 县， 
BT (20) (rh) =76T (2) h ( 放 次 性 ) 
Gi) 老 T(z0)4 存 在 , 则 lim(T(zo+ tl 一 Tzo) =0 
Gii) 车 67 (co)1 存在, 则 对 任何 hEY*(Y 的 共 辑 空 间 )， 酸 
数 9 (6) = (bb 2(zo+ th)) 在 如 处 可 微 且 
9) | = ,57 (2) 
证 明 
0) 在 (2 办 中 人 4 有 
J im 7 7 1 T(rott Th) —Tz0—t'roT (rx0) bh| =0 


和 2 。 


- 国 此 i 
lim LT (sot th) Teo— tr6T (zo) b=0 
st i 


即 87(zo) (7 有 ) 存 在 且 6T(z0) (7h) =76T (zo)h. 

Gi) 由 (2:) 式 及 信 计 式 |TCzo+th) 一 T(z0)1<IT (vot 
4) —Teo—t67 (a0) Bl +11167 Gz) Al, 有 ,lim (T(rnt dD 一 Ta 
-一 0 

Gi 由 67(zo)1 之 定义 及 是 了 上 的 连续 线性 汉 卫 ， 有 


(k, 6T (x0) 8h) = (Ek, ln te) | | 本 


一 1 二 [(b T(z0+th)) — (hk, Tro)] 


=linF[? 0) —p(0)]= #7 | 

| “证 时 

，. 如 果 对 空间 节 中 的 很 多 6T(z0)h 毕 存在 ， 则 由 它 确定 了 一 

办 从 瑟 到 了 的 算 子 T(zo)， 值 得 注意 的 是 3T (zo) 的 定 义 域 不 一 

定 是 全 空间 了， 命题 2.1 之 (i) 说 明了 这 个 算 子 关于 力 是 齐 次 的 ， 

-命题 2.1 之 (i 让 说 明 ，6T(zo) 的 存在 葡 涵 了 在 zo 处 沿 为 向 连 

秦 ， 当 7T: 儿 (7T)CX>X* 在 zo 处 有 G- 变 分 时 ， 即 当 DT Ce) 
二 下 时 ,了 在 zo 处 半 连 续 . 

例 1 设 X=F, YD (zi X23)EX， 定 义 


ZT (z1, 22) TE (0, 0) 


| 0 (zi 22) = (0, 0) | | 
取 ji 部 ,7 一 (js) 关 0，0= (0,0)， 则 易 知 61(0)h= 了 (8)， 
激 6f (的 不 是 天 的 线性 函数 . 
定理 2.1 设 羡 ,Y 句 是 是 实 线性 典范 空间 ， TBT)CX—>Y, 
4。 13 。 


f(2)= 


zo 是 多 (了 T) 的 内 点 , 则 了 在 zo 处 有 G- 变 分 的 充 要 条 伞 是 丰 在 ” 
T7(zo) :和 -> 及 Q(z0): 多 (Q(zo)) CX->Y, 满 足 
T(xo0+h)—Tro=V (rzoOh+Or0) hh, rot REDT) 
(2.3)》 
其 中 CDV (Gz0) (7h) =7Y (x0)h, (re0, 0 hEX); 
GD IQ C0) (D1>0, Ct->0, hEX), BPIQ (20) (D1=0(t) 


证 明 必要 性 : 令 V(x0)=67T(z0)，@ (30)h=T(50+h) LI 
一 07(z0)h, 则 有 (2:3) 式 及 (i), (ii) 成 立 , 
充分 性 ; 依 G), (ii) 及 (2.8) 式 ,， 有 
于 ITCeo+ th) —Tro—tV (zo) h) 


= 了 ie(co) (DI >0 (>0, hEX) 


轨 据 (2 "3 式 知 ,7 在 z 处 有 G- 变 分 . 
证 毕 

G- 变 分 的 一 条 重要 特质 是 ， 对 活 卫 来 说 仍 有 Lagrange 公式 
成 袜 ; 称 为 广义 Lagrange 公式 . 

定理 2.3 设 X 是 实 线 性 赋 范 空间 ，2CX 是 是 开 集 ， 证 
7 有 -> 人 在 史上 有 G- 变 分 , 则 对 于 任意 的 xEQ 及 jiE 互 ， 当 和 十 是 
eg 时 ,存在 t= 二 tT(x, 有)E(0,1), 满足 

~ P+h) pr) = 6p(z+rhh 

证 明 设 zE0， hEX 及 z 十 AME 吕 由 有 的 凸 性 知 ， 当 0<t<L 
时 ,2 十 th 二 (z+t(e FED. 

令 f(1)=9(z +6004 过); 显然 ,f(t) 在 [0， 门 上 连续 由 
于 gp 在 4 二 级 (0 之 i&1) 有 G- 变 分 ,有 . 


太一 gp(+ th)h | 一 0 (4->0) 


@ 1I4。 


钴 此 , (2) 在 (0,1) 可 微 且 六 (二 6p(z 十 th， 故 有 
f(1)—f(0)=f (r=ép(r+rh)h re(0,1) 
即 9 (Z 十 下 一 P(z) 一 GD (7 十 7 下) 大 
证 喜 
定理 2.2 中 要 求 p 是 泛 尔 ， 对 于 一 般 的 非 线 性 算 子 ,广义 
Lagrange 公式 不 再 成 立 , 但 有 较 弱 的 结果 . 
.定理 2.3(Vainberg M. M. ,1952) 设立, 了 皆 为 实 线性 赋 范 
空间 , CC 区 是 凸 开 集 ,7; -> 了 在 人 上 有 人 G- 变 分 , 则 对 于 任意 的 
XEQ, hEX 及 eEF*, 当 3+ 和 EQ 时 ,存在 rt 二 T(x,h,e)E(0,1), 使 
(e, T(z+h) 一 了 To) 二 Cey OT (z+ rh)h) 
其 中 记号 (e, .) 表 示 汉 若 。 在 *…” 处 的 取 伪 ， 
证 明 作 g(z)=(e,7T2z), 则 yp; 介 >B1, : 因 T 在 上 有 G- 变 
分 所 以 mw 在 D 上 有 4- 变 分 且 
p(x) k= (e, 6T (72)h) 
根据 定理 2.2, p(x 十 有 一 p (2?) =6g9(z 十 th)h, 即 
(e, T(z+h)—Ts)= (ee, T(x+ rh)B) 


证 只 
2.2 G- 微 分 
设 民 了 均 为 实 线性 赋 范 空间 ， 今 后 用 钨 (77) 表 示 包 到 了 
鹊 有 界线 性 算 子 空间 . 


定义 2.3 设 马 了 ,2 同 定理 2.1， 称 了 在 处 为 Ga 可 微 
分 的 ， 是 指 了 TP 在 z 处 有 G- 变 分 且 57T(z0)E 狠 (X,Y)， 此 时 ， 记 
T(z0) 二 6T(z0), 称 它 是 了 在 zo 处 的 G- 导 算 子 , 亦 可 记 作 到 (zo)， 
而 4 红 (zo)h 称 为 G- 微 分 .车 对 于 任意 的 xE9,T 在 «处 为 G- 可 微 
分 的 , 则 你 了 在 人 .上 G- 可 微分 . 

按 定 义 直 接 看 出 ,G- 导 算 子 dT(zo) 是 崔 一 的 . 注意 

。15 。 


jd; DAT CDT) > BX,Y) 

即 当 xE 女 (4T) CC 时 ,d(x)E%DB (X,Y)， 称 d7 为 T 的 G- 导 映 
射 ， 特 别 地 ,对 于 泛 函 p: 纪 (P)CX-> 且 ， 称 dg2(zo) 为 在 zo 处 
的 梯度 ， 记 作 gradp (xo)， 梯 度 各 梯度 映射 是 第 四 章 变 分 方法 所 - 
讨论 的 主要 对 象 ，G- 微 分 是 Gateaux 微分 的 缩写 . 

定理 2.4 ” 设 X, 了 为 实 线 性 赋 范 空间 ,7: 多 (T)CX>Y,z6 是 
幼 ( 好 的 内 点. 则 克 在 zo 处 G- 可 微 的 充 要 条 件 是 存在 “CE 
纺 (X, DD 及 g(zo :D(q (zo))CX> 了 ,满足 

co 年 内 二 Tro=alz) hq) (wthEDT)) 


其 中 二 1g(zo) (th) [>0(t>0), hla (zo) (£8)1=0(t). 


证 明 ;' 类似 定理 2.1: 的 证 明 . 
定理 2.5 设 X,7 皆 为 实 线性 赋 范 空间 ，DC 是 是 开 集 ; 
7T,Q>7 了 在 上 G- 可 微分 . : 则 对 于 任意 的 xE0 及 NE， 当 * 2 十 朱 
€0 时 ,存在 7 二 r(x; 有 EE(0,1) ,满足 . 
{T(t+B) —7Tzl<laTCet ra) ia 
证 明 车 T(z 二 有 D 一 7z=9， 则 结论 成 立 ， 设 T(x 十 了 一 Ts 
xb, 据 Hahn-Banach 定理 ,存在 eEY*, 上 el|=1 且 有 
T(z+D—Tsl=(e, T(r) —Tr) 
依 定 旬 2.3, 窒 在 f= 二 r(x;87E(0,1), 有 
(e, T(z +h)—T7)= (e, T(z Th RB. 
i ~ <lellaT(z +rp) 11at 
=]aTCGe tr Hla 
即 - 
Ts+D—Tzrl< aT (r+ rh) Ta 
证 毕 : 
算 子 全 的 G- 可 微 性 ,并 不 能 保证 外 具有 较 好 的 分 析 属 性 ， 全 


® 6 。 


如 , 它 仅 能 保证 是 半 连 续 的 ， 而 不 能 保证 了 T 了 是 连 绪 的， 勇 外 , 设 
Ti; 卫 > 了 ,To: 了 ->2Z, 可 以 证 明 链 锁 规则 对 于 TaoTi 不 一 定 成 立 , 所 
以 人 们 往往 称 G- 微 分 是 弱 微 分 ， 因 此 ,我 们 有 必要 引进 较 强 的 微 


2.3 下 -微分 

定义 2.4 设 了 ,7 名 为 实 线 性 赋 范 空间 ,7; 儿 (7T)CX—>Y， 
Xo 是 多 (T) 的 内 点 ， 称 人 在 zo 处 是 Fréchet 可 微分 的 ， 是 指 存在 
DT(z) EB (X,Y), I 


i ! 各 入 TlT (zo h) 一 -Txo—DT (xo) hl = = 


又 称 DT (zo) 为 人 在 zo 处 的 Fréchet 导 算 子 (简称 了 - 导 算 子 )， 而 
称 DT(z0)% 是 T 在 zo 处 的 Ff- 微分 ,车 人 QCX 并 且 T 在 从 上 每 一 
点 是 卫 - 可 微分 的 , 则 称 人 在 全 上 7- 可 微分 . 
接 定义 直接 看 出 ,不 - - 导 算 子 是 唯一 的 . -微分 是 数学 分 析 中 
金 微分 概念 的 推广 注意 
DT, DDT)CHDT HB (X,Y) 
xo-—> DT (x0) 


称 DT 是 算 子 了 的 下- 导 上 映射， 有 时 也 把 Drtzo) 记 作 T'(zo)， 但 
要 从 上 下 文才 能 判定 它 是 否 为 P- 导 算 子 ， 如果 导 映 射 DT 在 z 
处 连续 , 则 称 映 射 了 在 zo 处 连续 可 微 . 

定理 2.6 设 卫 了 Y、T、zo 同 定义 2.4, 则 在 zo 处 为 拓 可 微分 
的 充 要 条 件 是 存在 4(zo)E 纺 (和 ,7 了) 及 尽 (zo)， 儿 (R(z0)) ->Y， 
满足 

T(zo +h)—Tro=A(zo) Bh +R(r0)h (zo + hEDT)) 


其 中 [和 [ROro) Rl->0Ca1->0), BNIR(CzoO) a) = ol). 


» 7。 


证 明 取 4(zo)=DT(z0), R(xoO)h=T(zo +h) —Tro—DT(zoR 

即 可 . 
证 毕 

命题 2.2 设 和 了 为 实 线性 三 范 空间 ， T, F(T)CX->Y 在 
zo 处 为 FP- 可 微分 的 ， 则 了 TT 在 zo 处 是 G- 可 微分 的 且 罗 (co 一 
DT (zx0). 

-证明 据 定理 2.6, 有 

于 (xzo +h) 一 全 zz 一 DT (zs)h+R(ro)h 

其 中 zxo 二 hEDB(T),h0 因 

TR D1= (Re DI) >00>0) 


所 以 , 依 定 理 2 “4, 了 于 在 zo 处 -可 微分 且 AT (zx0) = DT(z0) 
+ .证 纵 

命题 2. 2 的 池 命 是 不 成 立 ， 即 G- 可 微分 的 算 子 不 一 定 是 F- 
可 微分 的 ， 这 可 从 数学 分 析 中 的 熟知 事实 “即使 沿 任何 方向 的 方 
向 导数 都 存在 ， 也 未 必 有 全 微分 ?得 出 ， 人 参考 文 献 [9] 中 第 一 秦 给 
出 了 G- 可 微分 的 ,Faratheodory 映射 而 不 是 了 -可 微 的 例子 ， 那 
么 在 什么 条 件 下 G- 可 微分 能 保证 有 -可 微分 呢 ? 我 们 有 如 下 结果. 

定理 2. “7(Vainberg M.M.,1952) 设 ， 了 同 定义 2。 4, OC 
们 是 山 开 集 , 7; 9-> 了 在 Q 上 G- 可 微分 ， 且 导 映 射 在 OQ 上 连 
续 , 则 了 在 QO 上 了 P- -可 微分 且 DT= aT, | 

证 明 设 zcEO， 则 存在 xo 的 球 邻 域 B(zuy) = {zEXI]z 一 
zj < 站 CQ， 设 m 二 ME B(zo,7)， 记 (20)h=T(zo 二 了) 一 V0 一 
4 (zo)h， 据 定理 2.6, 只 需 证 明 1g(zo) 妈 二 ol 人. 

车 对 一 切 zo 十 heEB(zo,7?),，q (xo)h=06， 则 结论 已 得 证 ， 设 对 
于 蘑 zo hEB (zo,7), q(x0)h 六 0, 据 Hahn-Banach 定理 ,存在 eE 
Y*, |el==1, 且 有 lHg (xo) 有 | = (e, 9 (xo)h)， 依 定理 2.3 与 6G- 导 算 子 
* 18 *。 


的 线性 有 界 性 , 有 
jazo) Rl = (Ce, T(xo th) —Tro—dT (0)h) 
=(e, (dT (xo Thy- -dT (x0))h) 
< rot rh) dT (eo) Nhl, 
其 中 rE(0,1)，、 由 G- 导 映射 47T 的 连续 性 , 有 


而 lg (zo) hI—>001h->0). 


证 毕 
前 面 我 们 说 过 ，G- 可 微分 不 能 保证 算 子 的 连续 性 ， 下 面 证 明 
严 - 可 微分 孝 能 保证 这 一 点 
命题 2.8 设 生 了 为 实 线性 赋 范 空间 ，7: 名 (7T)CX> 了 7 在 
zo€ 妇 (7T) 处 下 -可 微分 , 则 了 7 在 zo 处 连续 . 
证 明 ” 据 定 理 2.6, 有 : 
TCD —Taol SIDT (zo) Hal i LR(z0) hl->0 
(141->0) 
证 毕 
定理 2 8 ( 链 锁 规 则 ) 设 了 ,了 ,2 皆 为 实 线性 赋 范 空间 ,2 : 
奶 (1)CX>Y 在 处 G- 可 微分 且 Tz0EB(T5), Ta: BD(T5) CY 
>F 在 Tixo 处 下 -可 微分 ， 则 T=T2oT1: 女 (T3) 以 (Tj)->2 在 
zo 处 G- 可 微分 且 
aTa (20) = DT, (Tx0) old (x0) 
此 外 ,车 到 为 -可 微分 的 , 则 Ts 亦 为 -可 微分 的 且 
DTs (20) = DPT, (Tix0) oDT (ze 
证 明 设 和 ,10 及 xzoFUE 纪 (TD 由 于 zx 是 杀 (T) 的 内 
点 ,Tizo 是 狗 (72) 的 内 点 并 由 命题 2.1 之 (iD ,因而 存在 c=a( 人 > 
0, 当 |ij<a 时 ,有 zotthED(TI) HT (v0 +t ED(T,). 
对 于 0<1tj<a, 依 算 子 DT,(T1x0) 的 线性 有 界 性 , 有 
19 % 


Tr! T(xo t+ 1h) 一 —Tasxo— t DT, (TX0) oT (z0) 4] 


< IT, CT Cxot th)) — Ta(Tx0) 


—DT,(Tx0) oT (x0+ th) 一 人 xzo) 
+ | [DT Tz) NT rot ih) —T) (20) ~ tdT, (x0) bl 


由 Ti 在 zo 处 G- 可 微分 ， 知 上 式 第 二 项 趋 于 零 (1>0)， 对 适合 
Ti(zo 十 细 ) 一 了 go 二 和 的 一 切 轧 上 上 式 第 一 项 是 零 ， 否 则 可 写成 


[TD (est 4h)) 一 —Ts(T x0) — DTATIxo)o(T (X04+ 1th) — T2720)! 
Va (ro tth)— Txol 


.到 | 
t 
由 命题 2:1 之 (Gi, 17T,(zo 十 坟 ) 一 T(x0)1->0(t->0)， 几 为 7 在 
Tize 处 是 -可 微分 的 ,所 以 上 式 第 一 个 因子 当 t->0 时 是 趋 近 于 办 
的 ,而 第 二 个 因子 保持 有 界 , 因此 上 式 趋 近 于 零 (1 一 0). 
至 于 当 7 是 天 -可 微分 时 ， 只 要 在 上 述 推导 中 抹 掉 t， 令 130 
9 借 得 证 


2.4 性 质 与 实例 
由 定义 可 直接 推出 求 导 运 算 的 下 列 性 质 . 
命题 2.3 设 对 ,了 均 为 实 线性 赋 范 空间 . | 
(i) 设 UCX 是 开 集 ,z0EV，T，S:U->Y 于 z 处 了 -可 微分 
《G- 可 微分 ), 则 对 任何 实数 a,3,aT+55 于 zo 处 了 -可 微分 (G- 可 
微分 ) 且 
D(aT +b8) (x0) =aDT (x0) +bDS (70) 
(ad(aT +bS) (x0) =adT (x0) -baS (x0)) 
( 放 ) 常 值 映射 的 导 上 映射 是 06， 即 阁 对 某 yyEY， 有 Tzx=go(Y 


$$ 2 。 


莹 六 了 网 所 从 这 此 


{1 


xzEX), NM aT (rx) =0. 

(iii) 车 4EB3(X, 了 ), 则 4 在 信 上 -可 微分 且 DA(z)=4 或 
D 为 取 值 为 4 的 常 值 映射 . 

从 链 锁 规则 (定理 2.8) 可 直接 推出 

D(AoT) (7x0) = AoDT (x0) 

下 面 举 出 儿 个 实例 ， 以 利于 热 悉 求 导 运算 . 

例 2 设 R" 与 BR" 分 别 为 n 维 和 m 维 实 线性 赋 范 空间 ,0 为 
R" 中 的 开 集 ,映射 fi QCR"->R"， 设 zo= (生生 人 
€4° )EQ, 2= (1s 62°1s Em) ER"™, y=f (2) = (ms mh Wn) ER" 和 
J= (ff 了 r), 这 样 四 | 

m=fi(b1, E29 °° Em)s t=1, 2 n 、 

我 们 假设 在 x 处 存在 G- 导 算 子 1'(zo)， 它 是 从 R" 到 R" 的 线性 
算 子 .由 线性 代数 知 ,f' (z0) 是 nxm 矩阵 ， 设 


211 Ci2 [LE CI 
fe eg 
Cn Ca2 Cam . . 四 
由 . 
limf (ett (rot 人 -f(s%) 一 (cr)z 
及 (2.4) 得 


Limfr Er" Es ba +tén) —fiér" 0 ) 
0 


( 9 
= (ci “Com)| 
6 


(2.5) 
sn ， . 
因为 上 列 诸 式 对 任何 z<ER" 莹 成 立 , 故 取 x2= (0 0,1， 0, .…,0) 
(k= 1,2, “0 0m), 代入 (2.5) 式 就 有 


9 2 e 


fi(é1 ,os Es ) 


Cok 


=Cx(t =1, ,Nb=1,2,"", m). 
所 以 ,f 的 G- 导 算 子 是 Jacobi 搜 阵 
9f' (20) ,9f1 (x0) 
oa61 CEm 
f'(z0) = : : 

a | BEm 
”“ 注 我 们 能 够 举例 说 明 ， 只 设 每 个 函数 的 各 个 一 阶 偏 导 数 都 
疮 在 ,虽然 可 以 获 出 它们 的 Jacobi 矩阵 ， 但 由 这 半数 组 构成 的 映 
射 不 存在 9- 导 算 子 ,如 例 1. 

例 3 考虑 Hammerstein 积分 算 子 “ 
0)= | ,ge, ss))ds, 
此 处 假定 核 (1, s) 在 正方 形 4 之 t,，s<<b 上 连续 ，g (Ww 在 a<4 
所 b, 一 <v< 十 9, 上 连续 ,9',tw5) 在 这 一 区 域 上 一 致 连续 ， 吻 
验证 2:C[o, 妇 0C[o 旭 ,C[a 所 是 [a,5] 上 的 连续 函数 空间 ， 我 
们 来 证 明 7 在 全 空间 上 是 六 可 微分 的 .事实 上 ， 对 任何 h(s)€ 
CLa,5b], 有 “ 
(Ta+B) Ta) (的 一 | hlt, s) gs, ss) +h(s)) ds 


(2:6) 


ms 一 | Ce, 8)9Cs, zs)) ds 
=| Ct,s) [gCs, <(s) +hCs)) 
| —g(s, 7(8)) Jas 
按 Lagrange 公式 


glss es) :th(s)) 一 9(syz(3s)) : 
=go (s, 2(8) +O(s)h(s)) hs), OKOCs)EI: 
w 2 。 


TY rr 人 人 此 


其 次 我 们 有 
guess(9 二 0(D1()=9o(e，z(a))+a(eiz(o， 
0(s)h(s)) 
当 | 下 一 >0, 即 4(s) 在 fo, 切 上 一 致 地 趋 近 于 零 时 , 由 于 9 一 致 加 
纺 , 从 而 %(e,z(e)，9(s)4(e)) 在 [a 站 上 一 臻 地 趋 近 于 零 ， 因 而 


m(z 寺 及 一 -zz=| E(t, 59 (sz(9))1(s)as 


A h(4s 9)aCsss (8), Oe) ACe) hs) ds 


其 中 和 
Ah=| kl, a) gs, zs)) hs) ds 
是 OL[a,5] 上 的 有 界线 性 算 子 ,而 


Re = E(t, arz(， 0(s) (s)he)as 
到 为 
“Re, WIS ma | tc, sya(s, 2(8), 0(8) h(s)) hs) ds 
max (h(t,s) [Nass eCs), 0() C0) Go NA 
包 此 , 当 居 全 >0 时 ， 
< SG) 
新 以, 是 可 微 侧 且 : 
DT(2)h= faces s) gh(ssz(s)) hs)ds . 
“人 例 4 设 X 为 实 短 有 反 Banach 窗 间 , 4E 生 (了 , 讨 *) 有 日 4 是 正 算 
子 , 即 (4z,2) 之 90， 显然 它 的 此 绒 算 子 4*E 访 (生生 0， 考虑 泛 装 
Pp(z) 二 (47, 的 可 微 人 性， 我们 有 
。23 。 


p(x 二 th) 一 p(x)= (Ar+tAh, zitih)— (Ar, 7) 
i(Ar,h) +t(A*z, h) 二 让 (AN; h) 
因而 gradp (x) = (4 十 4#)z。 本 书 用 《> 表 内 积 ， 特 别 ， 当 到 为 
Hilbert 空间 , 4 为 恒 等 算 子 时 ,得 | 
grad Cz, x+) =2x, gradjz| = Tzl 2 (ze0). 


例 5 设 0 是 后 中 的 Lebesgue 可 测 集 . 我 们 来 计算 Z2(42) 
《3 和 > 中 和 的 梯度 ， 当 7 二 2 时 , 例 4 已 解决 ， 
先 设 1<p<2， 考 虚 如 上 的 实 函数 
pWD=01+4l—1—?ND 1a, 
(= lim 9(W)=0. 
由 此 知 9 是 有 界 的 , 故 存 在 cu cs 之 0, 使 得 
| A pA<<oes|A|?, AEE! 
当 有 zEL?(Q), z 天 0 时 ,在 上 式 中 代入 4= hs) /be), 秩 


易 验 证 


分 得 
< 有 十 直下 一 [zl 一 2 | A(s) |z(s) |?-'sgn ws8)ds 
、 < 委 czj tbl?. 
除 以 已 并 令 i->0 得 
dz D1=p| Ja(s))*-'sgnz(s) hs) ds (2.7> 


由 于 p|zx(s) 1r-'sgnz(s)ELA(Q), 知 (2.7) 式 右 端 关于 有 是 有 界线 
性 的 ， 所 以 1z1? 是 G- 可 微分 的 . 因为 plz(s) |” 1,sgnz(s) = 
了 |zx(s)1??zx(s), 所 以 
gradllzl*=p|z(8) | 2z(s)，z 天 0 (2:8》> 
再 设 ? 盖 2. 考虑 下 上 的 实 国 数 ” 
(人 三 (11 十 4 一 1 一 2 (2 十 4 
。24， 


重复 上 面 的 方法 , 也 得 到 (2.8) 式 . 


记 g(z) 二 1z1?, 则 1z| = (9(z)) 志 而 9g? 是 实 变量 的 实 国 数 , 当 
然 是 -可 微 的 、 前 面 已 证 得 9(z) 是 @- 可 微 的 ， 根 据 定 理 2.8, 


《Cg 人) 是 严 -可 短 的 , 即 1z| 是 F- 可 给 的 ， 按 链 锁 规则 ， 


gradjz = (grad] zl?) 


la]?(grad lz] ?) 
白 (2.8) 式 ， 
gradlz| = zolz(e) |?-2z(s) 


一 jz-?|z(s) |?-2z(s)，x 天 0 (2.9) 

用 完全 同样 的 方法 ， 只 希 在 上 述 推导 中 将 积分 换 成 了 求 和 ， 
容易 看 出 空间 1?(p>>1) 中 的 范 数 , 当 z 关 9 时 是 - 可 微 的 ,并 有 
,gradlzsl=lzl' ?zs zx¥0 (2.10) 


其 中 z= (1 zo 29s)El?, z= (|z1|? 27 |za[p-2ya | al?-?rs, 


1. .1 
ee E19 二- 一 一 一 


83 Riemann 积分 


… 定 义 3.1 自 变量 为 实数 或 复数 ， 取 值 在 线性 斌 范 空间 中 的 
算 子 , 称 为 抽象 函数 . 
本 书 只 考虑 t 为 实 变量 ,处 为 实 空间 的 情形 、 设 给 定 抽象 芍 
数 7?: 名 (z) CB'-> 计 ,一 般 来 说 , 妇 (z) 是 一 个 区 间 ， 仿 通常 定义 ， 
它 的 导 映射 
:dr(t) ‘z(t FAB) z(t)e x 

At 


dt ~ lim 


®t 25 « 


另 一 方面 , 按 定义 2.4, 它 的 尺 - 导 贞 射 


st) =lim +A Deg(p, x) 
A tt 


自然 期 望 <( 辽 二 z(t)， 这 样 就 需要 分 析 它 们 分 别 所 从 属 的 空间 


XX 与 名 (B',X). 设 4:8'>XX 是 有 界线 性 算 子 , 则 对 一 切 iE8'， 
让 . . ! 
A(t)=A(t:1)=14(1). 

当 4 给 定 后 , 4(1) 是 下 中 一 个 确定 元 素 ， 易 证 14 = 14(D1. 可 
见 ， 算 子 4 是 向 量 4(1) 右 乘 t 的 结果 ， 反 之 ， 对 任 ~xoEX， 令 
A(t)=tzo， 显 然 如 此 定义 的 算 子 4E 急 (B',X); 且 14| = |zol. 因 
而 X 与 儿 (B',X) 其 实 是 等 距 同 构 的 ，。 总之， 关于 抽象 函数 的 微 
分 学 ， 下 名 可 以 把 它 纳入 算 子 的 Fréchet 微分 理论 ， 同 时 又 有 


dz(t) |. i . EE 
“这 天 ~ Gy 了 - i ~ : 加 4 六 


下 面 我 们 业 讨 论 抽象 函数 的 Riemantn 积分 , 它 是 数学 分 析 中 
Riemani 积分 的 推广 - 
设 习 是 实 线性 赋 范 空间 ，z:7 一 [oa, 0-> 必 ， 作 7 了 上 的 分 由 
P:a=to<ti<<ts=b. 记 Dwo(P)= ,Max |ts— ts- 1|,S(P)= 


cd (tC— ti) CRN EE KA) 是 Riemann 和 . 
“过 窑 雁 JEX, 对 于 任意 的 。>>0， 存 在 6>0,7 当 w(P) 
<6 池 ， 不 论 5 怎样 取 法 ， 恒 有 j8 (P) 一 了 < : 则 称 z(1) 究 
7 上 (R) 计 可 积 ， 而 ,7 称 为 z() 在 [a,5] 上 的 (RR) 积分 ， 记 作 
7=| = z(t)dt. 四 , 
容易 证 明 , 这 种 积分 具有 通常 实数 定 积分 的 有 关 必 夺 ， 在 此 
不 详 述 了 ， -: 


4 268 


定理 3.1 设 开 是 Banach 空间 , x(t) 在 [a, 0 上 连续 ， 则 x(t) 
在 [a,2] 上 (R) 可 积 , 

证 明 因 zx(t) 在 [La 世上 连续 ， 由 数学 分 析 中 的 证 明 可 知 ， 
2(t) 在 ta 的 上 一 致 韦 续 , 即 对 任意 给 定 的 e>0, 存在 5=6(e) >>0， 
当 加 加 Er[a 本 县 | 一 如 [< 时 ,有 lz( 约 一 zC31< 有 二 


设 忆 是 [e 的 的 一 个 分 划 且 w(P) <6(e),P' 是 了 的 加 细 ， 则 : 
o(P)<6(e) 且 由 上 式 有 


15(P)—S(P) < (1) 


现 取 [a, 5] 的 一 列 分 划 {Ps}%_1， 其 中 Pi 是 p, 的 加 细 (4 二 
2，…) 且 o(P)->0t 二 oo)， 傅 (3 了 式 ,{S(P,)}3-， 是 中 的 ; 
Cauchy 序列 ， 由 于 的 完备 性 ， 存在 JE 有 RK,，:S(P,)-—>J KR->co) 。 
即 , 存 在 入 二 N(e),n 宇 NW 时 ,有 


oP) S60) 18 (PY) -AI < ‘(3.2) 

设 P 是 [a 的 任 一 分 划 且 o《P) <6(e), 并 记 P' 是 P 与 Py 
合成 的 [a, 5] 的 分 划 , 则 据 (31) 与 (3.2) 两 式 有 

|S(P) 一 了 <1s(P) SCOTTISCP7 一 SCD1I+ISCPD 一 

本 <。. 因此 z(t 在 Tq, 杂 十 (RRj 可 积 ,， -| 加 


i : 证 纵 
以 下 设 于 是 实 Banach 2 多 ,1=[a,d], O02 DD 是 1 到 所 的， 
连续 抽象 函数 的 全 体 . 
”合同 3.1 设 xEC(I,X), 则 … 


中 Das[ le la<G-omxla. 


证 明 因 x(1)EC (7, 天)， 所 以 z(t)lEC [a, 5]， 从 而 


和 SF 。- 


二 lz(t)1at 与 maxlz(t)1 名 有 意义 , 


设 Pia= 巡 i 之 … 之 ts 二 bb， 则 有 


18(Di=TZz@， Dt D1 De)1 mt) A‘ 
.oCP)->0, 则 有 和 
中 sadl<| tao) maxlz (OO. 
证 毕 
命题 3.2 设 zwEC(D, X)，cs(t) 在 工 上 一 致 收 化 于 z(t)， 则 
z(t)EC(, 有 
ai eat z(t)dt 
证 明 " 显 名 ,2(1)EC(1X). 
根据 命题 3.1， 
中 eC) sa < ~ a)maxlzst)—e(t >0,Cn>0) 


bi 


项 if Da (tat 人 

| | 证 毕 
命题 3.8 设 zeC(1,X)y 记 t)=| zs)as，(ED， 则 
3 的 在 工 上 了 -可 役 分 且 
De 
中 二 导数 和 有 导数 的 定义 、 | 

证 明 设 tj At>0 且 AtET 则 有 

[to AD 一 399 一 zt91 
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| 1 


= zs) sided | 


= ez max et) z(t) 
80 tost<IotAs 


一 0(At->0) 
对 于 At<0, 上 述 结论 亦 成 立 ， 对 to=b 的 情形 ， 可 类 似 证 明 . 故 
y(t) 在 I 上 -可 微分 且 人 y(t)=z(t). 
证 毕 
下 列 结论 是 关于 抽象 函数 微 积分 的 基本 定理 . 


定理 3.2” 设 文 为 实 Banach 空 间 , x: (ob) CE Xe,b) 上 
具有 连续 的 了- 导 映 射 , 则 


| #0 “一 一 z(9) 
其 中 [ec,a]C(a,b) 有 4 一 c<o0. 
证 明 设 fEX*, 则 由 f 的 线性 和 连续 性 以 及 f° 的 性 网 有 
fa )=[ fe (0))as 


= rc)a=feGD)-fGe(o) 
=f (x(d) 一 2(c))》 
由 了 的 任 总 性 知 ， je- 
证 时 
“对于 抽 旬 函数 还 有 共 它 关 型 的 积分 ， 比 如 , 若 存在 mEX， 使 
对 一 切 JEX*， 有 | .7Gz(t)4t= fc， 则 称 zt 是 弱 (R) 可 积 


的 . 可 以 证 明 , (R) 可 积 的 抽象 函数 一 定 为 弱 (RB) 可 积 的 ， 弱 (R) 
积分 亦 有 许多 类 似 (R) 积分 的 性 质 . 此 外 ， 也 可 以 引入 抽象 函数 
的 Lebesgue 积分 ，Gelfand- Pettis 积分 和 Bochner 积分 等 概念 
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这 里 就 不 去 讨论 这 些 问 题 了 . 
下 面 介绍 基本 定理 的 一 个 应 用 . 
给 定 Banac 空间 中 的 常 微分 方程 初 值 问题 
dar 
fs) 
at (3.3) 


(4) =:20 
其 中 zEC(7 和 X)，7T= [ao 和 是 Banach 空间 , D 是 对 中 的 有 界 
开 集 , JEC(I x D, 关 ),xoE 头 .利用 基本 定理 ， 容 易 验 证 问题 (3. 3) 
等 价 于 下 述 积分 方程 
(划一 ao 二 | f(s,r(s))ds (3:4) 


将 问题 (3.3) 转 化 成 (3: 色 的 好 处 是 便于 求 近似 解 . 


84 高 阶 微分 


4.1 了 线性 算 子 


设 阅 ,, 善 2,…, 了 Xn, 了 是 2 十 1 个 实 线性 赋 范 空间 . 
定义 4.1 称 4: 下 ,x…XxX,>Y 是 % 线 性 算 子 ,是 指 对 于 任 
意 固 定 的 《zw3y…sYi_ Tir Tn) AiT= A (Ti Ti tt Tn) 
是 到 了 的 线性 算 子 (i =1,2,…,n)， 此 外 ， 若 存在 寻 汪 0, 满足 
| 4(z za) Mz) (4:1) 
则 称 4 是 有 界 的 2 线性 算 子 ， 满 足 (4.1) 式 的 最 小 ML 称 为 4 的 范 
数 , 记 作 141, 易 十 4l= sup id4(coozo) 上 1 l 


[EU SE 
记 儿 (Xi…, XY 了) 是 从 XX!1x…xX。 到 了 的 多 体 有 界 4 线 
性 算 子 , 按 通常 的 算 子 加 法 ， 数 乘 及 上 列 的 算 子 范 数 ， 它 也 构成 实 
线性 赋 范 空间 ， 车 了 是 Banach 空间 ， 则 鹃 (X,， …，, 和 ws) 亦 为 
Banach 空间 ， 特 别 地 , 当 了 ,二 …X, 二 闻 时 , 记 
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HBX,T)=HB (XY), HBAX,Y) = HB(X, HX, 了 2 
Bn (KFT)= HK, Fn-1 (和 了 ))， | 
下 面 我 们 来 考虑 Os 7) 与 . 纺 ,(X， Y) 的 关系 ， 


定理 4.1 B (TY) 与 更 。( 和 ,了 ) 等 距 同 构 . . 
证 明 仅 证 4=2 的 情形 .一般 情 形 可 由 归纳 法 得 到 ， 首 先 - 
建立 殉 (X, XX; 了) 到 委 : (X, 了 ) 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ， 任 取 4E 
厄 (X, Xi7)， 对 任意 的 zEX, 记 4。=4(z)， 则 4.E 38(X,Y) (zE 
X). 令 Bz=As(xE)， 因 4(zi,z2) 是 双 线 性 的 ， 所 以 B 是 革 到 
切 (X, 了 ) 的 线性 算 子 ， 由 
18z1 = 14.4= sop,14(z, D1<14llzl 
得 BEB;(, 了 ) 且 
1B1 过 14| (4.2) 
让 4 对 应 B, 则 不 难 验 证 五 (和 X;7) 到 祈 :(XY) 的 这 种 对 应 是 
一 对 一 的 ， 下 面 证 明 这 种 对 应 是 满 对 应 . 
任 取 BEB:(XX, 了 ) 二 碟 ( 下 ,人 切 ( 革 ,7 了)). 令 
A(x,y) =(Br)y (z,yEX) 
则 4 是 双 线 性 算 子 且 
[ACGz, D1 = (Br) ylBzllyt HBilztly 
HE AE G(X, 和 ?了 了) 日 
HI<15I (4:3). 
此 时 , (Bz)《-) = A4(x, *), 即 在 上 述 对 应 下 ,4 对 应 于 B. 
共 次 ,不 难 验 证 这 种 对 应 是 线性 的 . 
最 后 ， 由 (4.2)、(4.3) 两 卡 知 ， 这 种 对 应 是 等 距 的 ， 因 此 ， 
呵 (X Xi 了) 与 妇 :(X, 了 ) 等 距 间 构 . 
证 毕 : 


《4.2 高 阶 微分 

定义 4.2 设 鲜 ,了 皆 为 实 线性 赋 范 空间 ,T:0QCX-> 了 ,0 是 
开 集 .7 在 9 上 -可 微分 (G- 可 微分 )，zxoED. 称 了 在 z 处 是 二 阶 
2- 可 微分 的 (二 阶 G- 可 微分 的 )， 是 指正 的 玉 - 导 映射 DT(G- 导 映 
射 27) 在 zo 处 是 -可 微分 的 (G- 可 微分 的 )， 记 DPT = 了 (DT)， 称 
作 卫 的 二 阶 7- 导 映射 (2 一 2(47)， 称 作 了 的 二 阶 G- 导 上 映射 )， 

符号 DT (ao) (hsha) 表示 DL(DT) (x0) Jhos dT (zo) (his hs) 
表示 @[(azy (20) 及 ]h. 不 难看 出 - 

(i D2T(zo) (hh,h2) 关 于 (hs) 是 有 界 双 线性 的 ， 

(ii) DT(z0) :XR->Y, DIT: X->B(X, XIY). 

同样 ,可 归纳 地 定义 D"T (zo) (hb) = DLD"-1T (zx0) (hy 
hh- Db», DTC) hws ho) 关于 Guaenshn) 是 有 界线 性 的 ， 即 ， 

， 大 : 

DrT (ze 1 “XY), prz: XG XiP)， .类 似 地 
"T(z0) (hse, bn) = [Lap HT (x0) (his oo: ho) ht 信 得 尘 意 的 
是 ，D"T(Cz0) (8 hy) 关于 (有 有 一 个 次 序 问题 ， 对 高 阶 
微分 来 说 ,并 不 是 哪 种 微分 都 与 次 序 无 关 。C- 可 微分 的 算 也 与 次 ， 
疗 有 关 ， 这 里 仅 考 虑 下 -微分 . 

定理 4.2 设 X,7 皆 为 实 线性 赋 范 空间 ,7:9->F, OCX 是 
- 开 集 ,zc 人 0， 下 在 zo 处 环 阶 屯 - 可 微分 ， 则 

D"T CF0) Chise%es hn) = DT (za Chip 01) »21, hp on) 

淇 中 (2(D)…2(0) 是 (1… 区 的 任 一 排列 . 

-证明 "* 仅 证 2=2 时 ,人 2(zo (488)=DT(z0) 人， 

因 关 7(zo) (如 4) 是 冯 齐 次 的 ， 即 De7(zo) (th sh) = 
+sD 史 (zo) (h, 6)， 所 以 作 如 下 艘 定 不 影响 结论 的 一 般 性 ， 存 在 
7>0;1a|=||=r Bz0+sh+thED. (0<<8,f 二 1). 令 
».32. 。- 


g(t)=T(z0 + th — Trot th) 
pt)=T(zo 二) —T(zo t+ tk) 
则 2 多 :[0, 1j-> 了 .经 计算 得 ， 
pl)—9(0) =y(1) —y(0) 
=T(z0t+h+h)—T(r0t+h)— Trth) +T(r0) 
p(t)=[DT(zo tthtE) — DT (ro th)]h 
=[DT (zo +ih +h)—DT (z0)]h 
— [DT (zo + th) — DT(z0)]h. 
pt)=LDT (ro hit) — DT (ro + tk) hk 
=[DT (zo th+th)— DT(r0)]E 
.| 一 LO7 (zo tth) 一 DT (20) Ek 
站“ 
DT(s0t th+h)— —DT(z0) = DT(z) (th+h) +o(th+ by 
DT (zo0+th)— ~DT(e0) = PC (th) +olih) * 
所 以 ， 
?= DT (zx0) (k, bh) + [oCsh Th) tolth)]s 


示 [ 而 oh) 1->00141->0). 


类 似 地 , . 
pt)=DT(z0) (hk) +Eo(h+h) +o(tk)]k 


对 于 任意 给 定 的 eEY*, 由 广义 Lagrange 公式 ， 存 在 mE 


六 


《0,1 有 
(e,p(1)—p(0))=(e, 9'(r)) 
(e, pI) 一 区 (0)) = (ey 条 (ra)) 
因 9w(1) 一 (0) = 区 (D) 一 y(0), 所 以 有 
(Ce DT(a) (bs WD) + C0, [oCrihth) +o(rih)]h) 
=(e, DT(z0) (hh, £)) + Ce, [oh rah) + oCrak) ]k) 
人 3 


用 12 和 1 分 别 代 稚 入 大 则 有 
(es DT ro) (ks ph)— DT (ro) (办 7 


一 地 (e0( 和 四 1 AT) or A 
oArih)h 10(Areh)h) >0 (4->0) 


故 
(ey DIT (x0) (7 一 PPT(zo)( £))=0 


由 的 任意 性 得 , D2T (zx0) (hk) 二 D2TP(r0) (有 天)， 
证 唱 
由 定理 和 2 可 记 De (4,…; 四 一 D"T(z) 有 加， 下列 结果 是 
数学 分 析 中 Taylor 公式 的 推广 . 
定理 4.3(Taylor 公式 ) 设 和 了 人 为 实 线性 典范 空间 ,了 
EC"+1(Q,Y), 即 了 有 连续 的 4 十 1 阶 - 导 映 射 ,其 中 从 是 了 的 古 
开 集 ， 则 对 于 任意 的 zcEQ 及 hEX, 当 zo+hEQ 时 ,有 


T(z0 T= Txot DT (0) ht. 二 二 Dr (zo)1a 
[DrDn(t hig 
证 明 ” 作 抽 象 , 冰 数 
V(t)=T (zo4tth) + (1—ti) DT (v0 th) Rh. .于 
0 pm ET 


二 


”对 于 给 定 的 三 与 及, 因 吕 是 凸 下 集 ,所 以 存在 ww 之 0， 使 得 
在 (14as) 上 有 定义 放样,7ECM0.1, 了 ,因此 


了 (GD) Vv(0)=| 3 dt 
-| (1 "DT got th hiadt 
RN!1Jo 


证 毕 
* 4 。 


$5 反 函 数 定理 和 隐 函 数 定理 
在 数学 分 析 中 ， 我 们 已 经 知道 反 函数 定理 在 讨论 非 线 性 方程 
的 解 的 任 在 唯一 性 、 解 的 连续 性 和 可 微 性 具有 重要 意义 ， 与 反 函 
数 定理 密切 相关 的 是 隐 函 数 定理 ， 它 是 研究 由 多 变 元 方程 所 确定 
的 隐 函 数 媒 论 . 本 节 把 这 两 方面 的 结果 推广 到 Banach 空间 中 的 非 
线性 算 子 的 情形 ， 数 学 物理 中 的 一 些 非 线 性 问题 ， 常 常 需 要 研究 
含 复 参数 4 的 隐 式 方程 也 (2, 力 0 的 分 歧 理论 , 隐 函 数 定理 是 研 
究 分 歧 理 论 的 基本 工具 之 二 回想 起 在 数学 分 析 中 可 用 逐步 逼近 
法 证 明 反 函数 定理 和 隐 函 数 定理 ， 而 那 种 逐步 逼近 法 推广 到 非 线 
性 算 子 就 是 Banach 压缩 映射 原理 , “本 池 我 们 仍 用 这 条 原理 去 证 
明 两 条 抽象 定理 ， 
压缩 四 射 原理 是 说 ， 设 工 为 Banach 空间 (只 项 完 备 拭 部 空 
间 就 可 以 了 ) ,映射 是 闭 球 万 (zo,r) (CX) 的 自 映 射 , 即 了 (BCzo， 
")) CBleur). 车 存在 常 当 丰 0<4<1 满 足 
jz 一 PHz 一 一 (5.D 
则 了 在 (zo, 7?) 内 有 不 动 点 . 0 
我 们 把 这 一 原理 推广 到 映射 依赖 于 参量 的 情形 足 很 有 
用 的 . i 
命题 9.1 : 设 芭 (zo;7) 是 Banach 空间 立 的 闭 球 ,了 是 距离 空 
间 , 映 射 TZ: 万 (zo,7) x 了 ->B(zo,7) 连续 ， 又 设 对 每 一 B EY, 映射 
T(z, 有 ) 满 足 (5: 了 ) 式 (& 不 依赖 于 P)， 则 映射 fCB) = rp (zs 是 映射 
ZK; ) 的 唯一 不 动 点 ) 是 了 到 内 的 连续 映射 ， 
证 明 设 BEY，p,->Bo， 则 根据 假设 ,f (Bs) = za 二 7 (zx, 
B;);f (Bo) =zp=T 了 (za,Be)， 由 此 得 出 
(BD CBO 1 = TCs BO 7 eps POY 
Trp,B) —T (eo,Bn) | 二 (rs., 
35 « 


Br) —T (zp,Bo) es 
“<plz zol + T(rs,B)—T 210 Po) 
4 
1f(B8) —f (PONT LlT (empB) —T (re Bo 
因为 关于 有 连续 , 故 上 式 右 端 趋 近 于 零 , 
证 毕 
定理 5.1( 反 函数 定理 ) 设 耻 ,了 均 为 实 Banach 空间 ,x,EX， 
TT 为 从 zo 的 某 开 邻 域 到 了 中 的 连续 可 微 算 子 ,又 设 T'(zo) 是 X 到 
Y 上 的 线性 同 胚 , 则 区 是 从 zo 的 某 邻 域 U(zo) 到 了 (zo) 的 某 邻 域 
的 局 部 同 胚 ， 此 外 ,如果 风 一 T(zo) 1 足够 小 , 则 选 代 
tn+1= n+ [T(x0)] Ly— T(r)] (5:2). 
收敛 于 方程 Ts=y 在 U(xo) 内 的 唯一 解 . 

证 明 首先 ， 由 Banach 逆 算 子 定理 知 ，(5.2) 式 中 的 
[LT'(zo)]-! 存 在 , 且 是 有 界 编 性 的 .- 记 T(xo) = 如， 我 们 首先 来 证 
角 当 [9 一 y[ 足 够 小 时 ,方程 下 tm-H) =y 唯一 地 确定 了 4. 显然 这 
方程 等 价 于 方程 

T(t Tr0=y— Yo (5.3) 

因为 了 在 zx。 处 连续 可 微 ， 故 (5:3) 式 可 以 写成 到 (zo) 有 十 严 (zo) 下 
= 一 部， 期 要因 全 (wo 十 有 =3 解 出 力 只 须 证 明 存 在 唯一 大 满足 

: Ie 20 Ly—y) 一 如 (ro 有 
其 中 余 项 (zh= 了 (go 十 且 一 Tzo 一 T(zo)h 一 oj8D， 令 

Ah=[T' (zx0)]'[y—Y—R(ro)E] (5:4) 
这 样 , 问题 归结 为 4 有 不 动 点 ， 下 面 来 证 明 ， 当 e 充分 小 时 ,4 是 
闭 球 互 (9,e) 的 自 映射 且 为 压缩 的 ， 从 而 存在 唯一 不 动 点 ， 实 际 
上 ,根据 (5.4) 式 ， 

Y (xzoj CARs— AR) = REx) hm Rro) hh, 
es 36 。 


=T(z0th)—7T(zo + ha) 一 人 (2o) (hi— hs) 
=[ {rot th t+ (~t)h) —T (20)} 
“(hi— ho) dt 
网 此 得 
Aha—ABl < NT (20 IT Got th + (1—t) ho) 

一 到 (zo) Nh holat 

笠 为 了 连续 可 微 ， 所 以 当 上，1s1 充分 小 时 ， 上 上 起 积分 号 下 中 

润 那 项 可 任意 小 、 因 此 ， 存 在 *<1 及 e>0， 当 如，hEB (0,e) 


.省 有 .i 
了 41 一 48 8 一 7 


“ 今 证 4 是 (0,e) 的 自 映射 事实 上 ,如 果 
ly—yol< (1—h el 20) (5.5) 

-出 : 
1401=1[T" (#0) 1 (yy) <(1—t)e, 
浴 而 , 当 14l<e 时 ， 
1 JAhL<IAB— AOL+IAGL SHIA + ASe 
放样)4 是 再 (9, a) 的 自 映射 。 为 了 照顾 到 条 件 〈5"5)， 我 们 选取 
入。 如 此 小 ,使 得 7T(B(0,6))CB(yo, (th) el[T' (zeo) 了 -引号 , 则 
内 压缩 映射 原理 ，4 在 8(9， 中 内 有 孜 一 不 动 点 ， 也 就 是 说 , 方程 
人 (ze 十 内 =g 有 一 个 且 仅 有 一 个 解 . 

显然， (6: ‘台式 中 的 映射 4 对 (h, 和 ) 连续 , 故 由 命题 5.1， 不 动 
点 有 关于 yy 连续 ， 当然 z=zo 十 对 gy 也 连续 ， 因 此 存在 足够 小 的 
- 球 B(yo, "7)， 使 得 在 该 球 上 不 仅 7-!(y) =z 有 意义 , 而 且 还 是 过 
- 续 的 ， ， 

最 后 ， 到 有 =6， 则 选 代 局 = Ahs- , 的 极限 即 为 的 不 动 点 。 
于 是 
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2 一 30 二 大 一 2o- 4 1 
(=x0+ [T(z0) 1 Ly--Tro—R(Z0) ha] 
=xo [T(r0)j [y+ (zo) ha-i—T(zo hi1)] 
一 2r-1 十 [7 (zo)] (一 zl) 
因此 , 过 代 程序 (5.2) 式 成 立 ， 点 列 {z} 的 极限 便 是 Tz=y 的 唯 
一 解 . 
证 毕 
推论 在 定理 5.1 的 假设 下 ，7-! 是 六 -可 微分 的， 县 [7 
(0) 7 = [2 (20) 1 
证 明 i 记 xo=yo, T(xo 18) = 加 十 下 则 
Tg Ty) — [Tr0) jE 
一 [ze ] -12 (zx0) 8 一 训 
=—[7'(z0)1- {T(t h) Tro—T' (0) A} 
=0(1h|) =0(]£]) 
所 以 ,7-! 可 微分 且 在 加 处 [P70 了 =[P'(z0) -1 
证 纵 
下 面 我 们 来 考虑 由 二 变 元 算 子 方程 所 确定 的 隐 函 数理 论 ， 设 
,了 .2 是 实 线性 赋 范 空间 ,UV 分 别 是 roE 和 ,yc 的 邻 域 ， 假 
害 了 ,UxV->Z， 考 察 方 程 
F(x,) =0 (5.6) 
设 下 (zw go) =9， 试 问 在 什么 条 件 下 , 在 初 值 (zo, 的 邻近 ， 由 
方程 (5: 申 可 了 唯一 确定 算 子 8= zy 即 yo= Tr 4 且 对 zo 邻近 的 一 
切 z 有 
~ F(x, Tx) 一 0 
算 子 了 称 为 方程 (5:6) 所 确定 的 隐 算 子 或 隐 映 射 。 我 们 干脆 称 为 
隐 函 数 ， 由 此 可 看 出 ， 研 究 隐 函数 的 存在 性 ， 就 是 要 确定 一 些 条 
件 , 在 这 些 条 件 下 , 方程 (5.6) 对 zo 邻近 中 的 每 一 2 有 了 瞧 - 解 乡 . 
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对 三 变 元 映射 ,与 数学 分 析 类 似 , 世 可 以 引入 偏 导 算 子 与 偏 导 
插 射 的 概念 ， 设 和 ,了 ,2 如 上 , 呐 射 四， 四 (四 CX XY->2，(xos 
#0) 是 如 (了 T) 的 内 点 如 果 玫 (zo) (zw 的 ) 在 ra(go 处 对 z( 纺 的 
玉 - 导 算 子 存在 ， 则 称 它 为 对 z(y) 的 偏 导 自 子 ， 记 作 7 (xo, 90) 
《T(z090))， 显 然 T(zoy0) EG (XB) (TY (soygo)E 亚 (了 20)， 
如 果 了 在 开 集 0 (CC 如 (7)) 上 的 每 一 点 对 的- 导 算 子 都 存在 , 则 
确定 了 一 个 人 对 z 的 - 导 上 映射 T4259) TS: VU> 帮 (2). 

下 面 我 们 来 证 明 著 名 的 隐 函 数 定理 . 

定理 5.2( 隐 函数 定理 ) 设 站 ,了 .2 是 实 Banach 空间 , U,V 
分 别 是 zoEX、goEY 的 邻 域 ， 假 设 了, 旭 xXV->8 连续 ,FF (x0, go) 一 
90，F,(z,y) 在 UxXV 上 存在 且 玉 (xs, 纹 在 (x6, go) 处 连续 ， 又 设 
(zo0，y0o) 是 了 到 2 上 的 线性 同 胚 ， 则 存在 开 球 B(x0，7) CCD， 
Byo,6) CV 和 唯一 的 连续 咎 子 卫 : :Baw r) >Btyo, 9)， 使 得 Tx 
=y H. F(x,Tr)=0(EB(Io rT)). 

证 明 不 失 一 般 性 ,可 设 z=0, 和 ‰*=0， 这 是 因为 一 般 情 形 经 
平移 可 化 为 这 种 情形 ， 由 Banach 逆 算 子 定理 , [7 《9,9)]-! 在 在 
且 有 界线 性 ， 对 给 定 U 中 的 x ,定义 算 子 

A(z,9) =—[F5(0,0)1" aR (gy) +y 
契 变 元 ) ,显然 ,存在 唯一 y 满 足 方 程 了 (x, 9) 一 9 等 价 于 4(z， 
pe 

因为 44(0,0) =6 及 4%(z, 扩 在 点 (6,0) 处 连续 ， 故 存在 >0 
及 5>0， 使 得 在 有 (0,6) x5(9,6)CUxV 上 , 有 14 (Cx, 和 a 
于 是 ,由 定理 ,2.5( 易 知 定理 2.5 对 闲 球 仍 成 立 ), 当 xzEB(0,6),y、 
9EBC9,6) 时 ,有 


因为 F(z， 外 连续 ， F(0,0)=0 及 ILF', (0, 9)]- 趾 是 定数 , 故 存 
在 7 挟 0， 使 得 当 ZzEB(9,7) 肿 ,有 . | 


@ 3 了 °。 


14Cz, OT = 1 一 [Py (00] -loP(z; 0 一 (1 一 a) ， 
从 而 ,由 (5.7) 式 和 上 式 , 当 zEB (0,7) 时 ,有 1 
14(z 9 SEA DACz, 1 +1ACz, 0)1 
<aly]l+ilACz,0)1<ad+i+ (1—o6=6 
即 对 固定 的 xEB(0,7), A(x,y):B(0,6) 一 B(Q,6)， 由 Banach 不 
动 点 定理 , 4(z, 四 在 (9,6) 内 有 唯一 不 动 点 y=Tz. 依 命题 5.1， 
Tz 还 是 连续 的 ”此 外 ,9 二 T0, (zx, Tx) 0(zxEB(0,7))， 倘 壤 在 
9 邻近 另 有 算 子 Pz 满足 了 (zx; Rx) 二 0, 则 由 算 子 A(z,y) 之 定义 得 
~ a AGyP2) = [F001oF (zr, Pr)+Pr=Pr 
即 (Py. 是 ,4(z， 女 的 不 支点， 但 不 动 点 唯一 ， 故 T+ 二 Pz， 可 见 ， 
Fe, yd 的 解 ! 一 7 是 唯一 的 ， 
TN 
算 子 扰动 理论 中 有 重要 凑 义 . 
小影 更 541 说 大 也 均 为 突 Banach 空间 ， 2 了 了) 中 只 


省 关 道光 刘 字 人 条 双 设 Aeg 自 14 -Bl < 让 则 BEG 且 


: De 1 (5.8) 


1 4 4- 中 4 一 相 四 
jp- Se TT . (5.9) 


特别 地 ， 9 是 D0, DD 中 的 并 入 上 f(4)=4-! 是 G 上 的 连续 
映射 : 加 六 
征明 显然 ,4*1B; 所 -> 芒 并 有 : 
11—4-'B1=14-'(4—B)1<14-:114— _BI<L 
由 此 知 4-'B= 一 一 CD 中 内 有 有 办 地 知 了 
(4-1B)- < 


二 [着 5 起 站 入 TI 已 BT 10) 


es 40% 


因 B = A(4-!B), 故 BEG 且 B-! = (4-:8)-'4-!, 由 18- "< 
1C4718)H4- 及 (5.10) 式 , 便 得 (5.8)， 注 意 到 
B-!—A-'=(1—A-!B)B-'=A-'(A-B)B-! 

知 18" 一 47}<147 14 一 B118~"D, 则 由 (5.8) 可 得 (5.9)， 

最 后 , 因 广 足 14 一 一 下 < 二 之 一 切 妞 ， 皆 有 BEGC， 故 G 是 
匈 ( 人 7) 中 之 开 集 ， 根 据 (5.9),f(4) =4… 在 G 上 连续 . 

证 毕 

定理 53 除 满足 定理 5`2 的 全 部 条 件 外 ， 又 设 说 (z， 纪 ， 

TY (x, 四 在 UXV 上 连续 ， 则 隐 算 子 人 在 B(z，”) 上 连续 可 微 上 


Zi(z)= 一 [Py (x, Tx)]- IF (z， Tz) (5.11》 
_ 谭 明 由 定理 5.2， 存 在 连续 映射 卫 : (ze 7) >B(yo, 6)， 
满足 四 
F(zsTr)=0 xzEpzor) (5.12) 
设 z,z 十 肥 B(zo;7), 则 T(z 十 如 EB(yo,6)， 于 是 
Path T(z4h)) =0° (5.13) 


记 t=T(z+ 有 一 Tx, 由 (5 12) 、(5.13) 和 偏 导 算 子 的 定义 ,有 
和 一 下 (z 十 用， Tx+t)— —F(z, Tz) 
=F(+h,Tz+t)— Fes Det + P(e, Pst) 

—F(z, Tx) ; 

=Fs(z, Tit +E, Gs, Ta)t400D +odditl) ， 
因为 zz(z,g) 和 Tz 都 连续 , 当 1 一 0 时 ,| 引 一 0， 所 以 7 (x, Ts 
tOh=Ps (z, Tx) 4 ol). 由 此 得 . : 

Ps (2, Tr) hp’ (z, Pr)t = olD +ocsD).: 
因而 对 任何 固定 的 tEB(zo, i 中 及 任何 e>0, 在 >90, 使 得 当 
ln 时 … : 

EPs Gx, Toh FY x, Tx) | eda uD. 
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按 引 理 5 下 [CR 人 oz)] 存在 民有 界线 性 , 故 上 让 上 上 述 不 等 式 ， 有 
|#+ [CFS (Cx, Tr), (RA el (x, 77)]- 中 (I 二 £12) 
rn (5. 14) 


和 DC Tj < 二 记 琶 =aj CP 
2z)]-172(zy Tz)1 填 1, 则 直 (5.14) 式 得 - 
[2 Hat) 


即 内 M1 在 (5:14) 式 中 代入 t=T(z 二 有) 一 Tx， 当 肯 | 过 7 
人 (十 全 Tr+ [EF (2, Tx)]- iF (x, Tz) hi 
Se (M+ D1F, x, Tz) al 

可 见 ， 了 在 点 zx 处 7- 可 微分 且 (5;11) 式 成 立 ， 由 定理 的 假设 及 


(5.11) 式 知 T'(z) 还 是 连续 的 . 
i 证 毕 


6 Newton 方 法 


在 产 秆 分 析 中 常常 涉及 到 各 种 方程 的 近似 求解 问题 ， 泛 函 分 
析 有 着 高 度 的 综合 性 , 它 可 以 将 各 种 方程 的 近似 解法 做 统一 处 理 . 
各 类 非 线性 算 子 方程 的 近似 方法 是 非 线 性 泛 函 分 析 的 重要 内 容 之 
一 。 这 里 介绍 的 Newton 方法 就 是 一 种 近似 方法 . 
在 数学 分 析 中 , 求 方程 f(z) 三 0 的 根 有 Newton 选 代 程序 : 


ee 
zt 一 za 一 fr ») W012," .) 


如 何 把 这 种 Newten 方法 推广 到 算 子 方程 Tz=0 的 求解 过 程 呢 ? 
旱 在 本 世纪 四 十 年 代 ， 工 .V.Kantorovich 用 泛 函 分 析 观 点 把 
Newton 方 法 移植 到 各 类 算 子 方程 的 求解 过 程 ,获得 很 大 成 功 . 下 列 
结果 及 其 证 然 是 属于 Kantorovich 的 。 
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定理 6.1 设 浪 ， 了 均 为 实 Banach 2 空间 ， 算 子 于 Bl(zo,7)C 
XY 是 左 大- 可 微分 的 ， 及 满足 

GG) [PGz0)] 下 是 态 了 到 芋 的 有 界线 性 算 工 » 有 EF"(z 1 a 
‘<a [IT' (x0)1- | <p; | 

《全 (一 到 《 的 和 2z 一 外 oggEB(Czo7); 

(iii} 2La8<1,2a¢<7, 

则 Newton 夺 代 程序 

Var La [T(x Fr, (n=0,1,2,..) (6,17 

收敛 于 方程 Tz 一 6 的 隆 一 解 2*<5(zo. 20) 且 有 


TT gs (6.2) 


其 中 4=2Lap. i 
证 明 首先, 我 们 利用 归纳 法 证 明和 迭代 (6.1) 可行 ; 即 诸 ziE 
B(zo [2 (zo)] 存在 县 总 有 欠 线 性 的 ， 记 
oo 一 | 一 (zy 一 on 


a ; 1] 
显然 ， 当 n=0,1 时 结论 正确 ， 并 且 Co<sa， Po 假设 当 0 委 2z<& 


一 1 时 结论 都 成 立 ,而 且 anss2-ra， ya 之 序 ， 则 从 Lipschitz 条件 


GD、(6.1 式 .Taylor 公式 和 Riemann 积分 的 性 质 ， 
aS BelTzs— (Terr- 1 十 了 (zx- 1) (Tp— Ly 1))1 


EE 和 2 人 (zs-12) at 


< prats| tdt—L pia ; (6.3) 
因为 (x;) 本 D) {7 十 [2 zr) CP’ (x,) 人 县 由 
假设 ?< 二 了 ,所 以 还 有 BP (1— yp, 从 而 oy 地 (1— 


Pe) - ye 于 是 有 
® 43 ， 


1 pei Et | 6.4 
wm <3 0 y 10) ( >» 


由 此 式 及 假设 醒 知 Ys< 却 . 进而 又 有 itr 这 样 便 
得 到 
|e —zol Hrsri— rel it Hr meet lz —zol 
魏 2-5 十 2 人 -DG 十 十 G 
<2a< 
即 bzriEB(zor);， 再 据 引 理 5.1 及 


和 到 《Zi+ 1) 一 一 2 (zx:) 1 Loar2La ee < Tir 


又 知 [m (zs ]- 存在 且 是 有 界线 性 的 . 由 归纳 原理 便 知 选 代 程 
序 (6:]) 可 行 . 


利用 on<<2-"a(nE), 易 知 {2j 是 吾 (zo,20) 中 的 Cau- 


chy 序列 ， 设 z,->z*EB (xo, 2a) ,由 (6.1) 式 ,Tz* 二 8. 另外, 若 还 有 
5E5(zo 20) 使 得 T#=0, 则 
dst—B) BITs—Tr* —T"(z0) (2—z*) | 
pLIz*— 了 | ls+ tc 一 司 —zol a 
<2Laplz*—5l 
由 (iii),5=z*， 即 z* 还 是 方程 Tz=6 的 唯一 解 . 
最 后 ,为 得 到 (6 2D 式 , 记 5,= yn(1— ?ma) 1 然后 从 (6。 “4 及 yn 
<— 二 推 得 5 < 号- 因而 当 %>0 时 , 5. 志 68"。， 所 以 由 (6.4), 有 
a 16” qi<2-"08" go<2-"g ra 
因由 
biel D2 tar 


证 毕 
s .44 2 


例 1 用 C*[0， 二 表示 [0, 1] 上 二 阶 连续 可 微 函 数 全 体 。 对 
EC?[0, 1], 规 定 ， 
1 二 之 Pa)| 


-不 难 验证 C2L0, 1 是 Banach 空间 . 


考虑 在 空间 C2[0，1] 内 近似 求解 二 阶 常 微 分 方程 两 点 边 值 
问题 : 


入- C0.5) 
1(0) =f(1)=0 : 
其 中 gz ) 是 已 知 的 韦 续 函数 ， 在 (6.6) 中 令 uz)= 一 六 (z), 则 

R=] DD (66) 
其 中 z 
_ fl),0<r<ySl 

“© nl oY 


是 算 子 Lf= -jn 在 边界 条 件 了 (0) 二 1)=0 的 Green 函数 ;将 
《6.7) 式 代入 到 (6.6) 式 得 


Fz)= 60 | y+e| puly) wy. 
泪 此 知 , (0) = 了 (1)=0, 并 逐次 微分 之 ， 得 | 
f(z)=—| yu y+ | CD uy) oy 


一 fgz) 一 za(z) 二 (1 一 Da(z)=az)》 (6.8) 
车 f(z) 是 (6.5) 的 解 , 则 有 


| Dw) 四 = 一 上 tn + 
从 (6.6) 知 ， f(z) 是 非 线性 Hammeistein 型 积分 方程 


f(z)=—| hs, DIG + 0:9) 
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的 解 . :本 之 ;证 失 z) 是 方程 (6-9) 在 0:[0, 1 内 的 解 , 用 一 [(f(7))* 
十 9( 殷 ] 来 代替 (6.6) 式 积分 号 下 的 za(z), 由 (6.6) 到 人 6 的 所 推导 
的 结果 便 知 ，f(z) 也 是 (6.5) 的 解 ， 因 此 问题 人 .5) 等 价 于 求解 方 
程 (6.9)， 记 


Tz) = fz) | te 9) {Cf 9) J 909)} 而 


则 求解 方程 (6.9) 就 等 价 于 求 Tf=0 的 解 ， 现 在 我 们 用 Newtonr 
法 求解 这 方程 取 初 始 什 和 二 0。 2 例 3 已 证 明 ,在 空间 C[0, 1] 
内 加 的 严 -微分 为 . 


"Bz) = A 下 AER AL 


国 为 FP'(fo) =Z 故 [To)]-!=Z 为 利用 定理 6.1 只 要 取 B=1。 
考虑 线性 积分 算 子 


本 rm Me he 


窗 易 肉 鱼 J Kk up Gn . 闸 可 沉 a 二 |g1/8， 又 


‘ZELO,1 
[GaP GUZEN fl A 
由 此 得 站 
PO -7 GDSTI 
认可 阳 荆 一 十， 因而 85=191/32, 可 见 ,只 吉 设 191<16, New- 


ton 选 代 程序 四 

Jr 二 (7) 一 [2 FT =0, 1,8... 
在 CL0,， 了 中 必 收 久 于 C6. 9) 的 解 产 (2)， 此 外 ， fi 
ly 4 
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习 题 
1， 设 算 子 T， 12-> 人 定义 如 下 : 
Tp1, Koas Fay) 一 (2 PE HY, 0) 
(pi 2, 4s *) EL 
试 证 对 任何 +>1, 多 在 万 (9,7) 上 连续 , 但 无 界 . 
2， 设 耻 为 实 线性 赋 范 空间 , 算 子 TPT， 多 (T)CX> 久 *， 其 中 绿 ( 了 ) 是 同 
集 。 试 证 了 存 zo 多 (T) 是 半 连 续 的 当 且 仅 当 对 任何 四 多 (T) 及 任何 e€X, (7 
(zo 十 场 )，e) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 ， 四 
3. 设 五 为 自 反 Banach 空间 , 算 子 1; 2xo7)- 工 强 连 续 . 试 证 2 在 
互 (xo7) 上 一 致 连续 , 
4. 试 证 空间 C[e, 5] 上 的 范 数 
(7) =lel=max|s(t)| 
在 z 处 是 G- 可 微分 的 当量 仅 当 恰 有 一 1,E[a,5]， 使 得 |z Co) | 二 | 而: 
5， 设 了 钴 为 实 Banach 空间 , G 是 X 中 的 开 集 ， 又 投 f: [a, 5b] XG 
了 连续 且 - 偏 导 上 映射 D,f (t,x) 连 续 ， 记 


在 
go) =| fl, oat 
试 证 9 在 G 上 屎 -可 微 且 
Dg(w) =| Df (1,0) dt 


6， 设 X 为 Banach 空间 , T 在 信 上 连续 了 -可 微 且 对 任何 iEB! 和 zEX， 
有 了 T(x) = 17z， 试 证 T 了 是 线性 的 ， 实 际 上 ,Tz 二 7' (0)z. 

7. 设立 ={ulwéC[a,b], [a,bICE!,u(a) =u(b) =0}, K: fa, 8] x [a, 
吃 ]> 旭 ! 连续 ,日 为 对 称 的 (K(s,t) = 玉 (1,s)), 它 定义 积分 算 子 


(Ku) (s) =u(s) | K{s, bult) dt,a<s<b, ueX 


证 明 (K) (8) 在 对 上 -可 微分 ,并 算出 它 的 巴 - 微 分 。 
8. 设 邓 ={wjw 在 [0,11 上 连续 可 微 且 4(0) 二 0, a(1) 二 0}，。 试 讨论 江 函 


9 0)=| (G(D)* 二 (9 Od, zéX 
0 . 
高 阶 微分 的 在 在 性. 
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9， 设 X,Y 是 Banach 空间 ,2; 并 -> 了 在 六 上 是 紧 算 子 ( 妈 7 连续 且 喘 任 
何 且 的 有 界 子 集 为 了 的 相对 紧 集 ， 见 第 三 章 定 义 5. DD) ,证明 : 如 果 T 在 zo 处 - 
可 微分 , 则 BR- 导 算 子 DT (zo) 也 是 从 到 了 的 紧 算 子 ， 
10， 设 卫 为 实 Banach 空间 ， 算 子 T: (9,7)-> 卫 满足 
(iD frr—TyEDz m0<L<D); 
(ii lI70lEr( ~—L). 
证 明 在 在 唯一 一 点 xEB(0,7), 使 得 Tx=z。 
11， 设 互 了 和 允 缘 为 实 线 性 赋 范 空 回 , 避 是 瑟 X7 中 的 开 集 , 算 子 7;U 
-> 多 在 ({zoygo) (ED) 处 玉 - 可 微分 ， 证 明和 在 (zwgo 处 对 xz 和 3 的 偏 导 算 子 
都 丰 在 且 
| DT (x0,90) (zy2) = DT ro yo) ZF DyT Cro, Yo Y 
12， 试 证 Taylor 公式 也 可 写成 下 列 形式 
Trot hh) =Tzr0 DT (Zo) Ur dA 
其 中 余 项 有 估计 
HelSsup HD (0 th) —D"7 (zol 
和 
BB) =o 可 i 古 *) 
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第 二 章 ”压缩 原理 与 非 扩展 算 子 


不 动 点 理论 已 经 获得 大 量 结果 , 它 在 微分 方程 ,数值 分 析 、 拓 
扑 学 、 数 理 经 济 学 、 对 策 论 、 最 优 控制 和 泛 函 分 析 等 领域 有 广 
沦 应 用 . 

本 章 主要 讲述 两 类 算 子 的 不 动 点 理论 ,一 类 是 Banach 还 缩 算 
子 的 各 种 推广 ， 另 一 类 是 非 扩 展 算 予 ， 另外 一 些 不 动 点 定理 ， 如 
Brouwer 不 动 点 定理 和 Schauder 不 动 点 定理 , 我 们 放 在 下 一 章 去 
讨论 ， 


$1 压缩 算 子 的 一 些 推广 


定义 1.1 设 X 是 距离 空间 , 2CX, OOs 儿 ， 算 子 卫 ，Q-> 斑 

称 为 (在 上 ) 是 Lipschitz 的 ,是 指 存在 常数 以 >>0, 使 得 
plTz, TH) EMP Y) Br,yEQ | 

满足 此 不 等 式 的 最 小 M， 称 为 算 子 卫 的 Lipschitz 常数 ， 记 作 
工 (7). 当 工 (7) <1 时 , 称 Z 是 Banach 压缩 的 , 简称 为 压缩 的 , 此 时 称 
工 (7) 为 压缩 常数 ， 当 了 (7) = 1 时 , 称 卫 是 非 扩展 的 Cnon-expansi- 
Ve), 若 

~ p(Tz, Ty)<p(z,9) Bz yEN, ry 
旧称 T 了 是 严格 非 扩展 的 . 

由 上 述 定 兴 看 出 ， 严 格 非 扩 展 算 子 是 非 扩展 的 ， 它 们 都 是 
Lipschitz 算 子 ， 这 类 算 子 是 连续 的 ， 如 果 严 格 非 扩展 算 子 有 不 
动 点 , 则 不 动 点 唯一 ， 但 是 ,严格 非 扩 展 算 子 不 一 定 有 木 动 点 ， 例 
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如 ;TZ 二 1n (1 十 e”),T; 已 -> 玉 ， 易 证 它 是 ,严格 非 扩展 的 ， 但 它 没 
有 不 动 点 . 


1.1 线性 算 子 和 压缩 算 子 

设 X 是 Banach 空间 , 络 (X) 表 示 从 X 到 全 的 有 界线 性 算 子 空 
间 , 设 TE 名 (X)， 由 线性 泛 函 分 析 知 道 ,7 的 谱 半 径 rz 必 存 在 , 且 
有 表达 我， . | 
rr=limh7"|" a.D 
“下 庆 结 果 在 数值 分 析 中 是 很 有 用 的 . 

.定理 1.1 设 TE8(X), 且 任 给 。>>0， 则 可 把 空间 (X, 41 
改 斌 一 个 每 价 范 数 |.*, 使 得 人 

jzij*<rz+e (G2) 

式 中 T+* 是 J 相应 于 (X, 1 上) 的 范 数 . 

证 明 对 给 窟 的 。 之 0, 据 (1.1) 式 4 存 胡 各 (e)EV, 使 得 
IT"|S rete)", n>N Ce) 
对 zEX, 钢 完 规 定 四 本 
eh ro le ro lr 


tr 用 sec 
Wala 
地 上 是 等 价 的 ， 
由 (3) 式 
bra re te) Tz) Cr te) sl?zlt T 
Shrrt Errte)™ ?|Tzl + Grete)™ We | 
半 。… re ONT rf Oe 
kp 
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所 以 (1.2) 式 成 立 证 毕 
推论 车 TEH (OX) 和 rr<l 则 存在 上 的 和 从 闪 数 1*， 
使 得 了 相应 于 让 全 是 压缩 的 


1.2 Caristi 不 动 点 定理 

下 面 我 们 利用 在 中 离 室 间 引入 半 序 各 完全 下 六 念 导出 著名 
的 Caristi 不 动 点 定理 . 

设 习 是 距离 空间 , Pp; XX 一 到 是 六 上 向 实 值 汉 函 . 在 邓 内 引入 
让 关系 <* 划 下 对 zyEX， 
z<y 当 且 仅 当 P 四 pz) 一 gy) 

容 外 内 证 4 二 "是 工 内 的 半 序 ， 用 广 , 表示 这 个 半 序 空间 XX， 

定义 1 2 设 生 是 距离 空 z 间 .， :我 们 称 多 : 雪 (g) CX 字 如 在 
XoEDT) 是 下 于 连续 的 ， 是 指 对 任何 re-rw “ED (9), 都 有 


Pz) Slimp (zo). 1 CE 
一 窜 荔 放 明 上 玉 定 久 芝 价 于 ;对 任 何 &>, 50 忆 如 (Pp) 租 
gp (xs) 一 B, 必 有 ?0) Sh 


- 定理 1.2 区 是 完备 距 钢 空间 ,9 X -> 下 是 下 方 有 界 的 下 
半 连 续 泛 函 . Cn 20SXm :至 少 存在 中? 的 本 人 金 极 大 
元 2*, 俩 得 Yo 和 2 >， : 
: ”证 明 对 任何 2EX,, 记 CD)= ya 显然 co)- 地 | 
p+p(zyDSp(z)}， 因为 9(:) 十 p(x,: ) 是 下 半 连 续 的 , 所 以 
每 一 C(7) 都 是 了 ,中 的 闭 集 .， 

设 给 定 zoE 了 XY，. 用 归纳 法 作 点 列 wu<D se 区 。 首先 和 
zuEC (zo) ,使 得 i 
-ps1t if gD: 


仍 央 已 经 渤 册 Tos Vip Za- 1 然后 选 ,EC (eo. 1)， 使 得 
e S11 。 


P(r) Sat inf 9 人 (1:4) 


这 样 ， 得 到 下 降 的 闭 集 列 0(z0) 汪 C (zx1) 习 …， 现 在 计算 CCzw) 的 
表 径 6(0 (zw) 如下: 对 R21， 设 zE0 (zs) CC (zs-1), 则 由 (1 你 
式 , 有 
z p> inf p(y)>9(e)—t 
¥ EOFN1) 
并 且 因为 zz, 得 
p(zo2z)< 巡 p(zo) 一 p(2) 委 二 
由 此 推出 8(C (2;)) 二 2 ,5(O (ro))->0(n->co)， 由 Cantor 定 理 ， 
存在 惟一 一 点 z*e 门 cCe)， 因 为 waEC(zn ;所 以 zo 之 z* 
FE Le™ 
最 后 来 证 明 EM 是 了 了。 的 极 大 元 . 假若 有 ZEX,, ?>7*, 则 对 
任何 非 负 整 数 4 25* 之 z。， 干 是 , zE 门 0(z,)， 这 只 能 是 5= 
n=0 
z*， 可 见 ,z* 是 人, 中 的 极 大 元 . 
0 证 毕 
定理 二"3(Caristi,J, ,1976) ” 设 五 为 完备 距离 空间 , 算 子 7; 
X-> 和 假定 存在 下 方 有 界 的 下 半 连 续 泛 函 p: 了 >! 满足 
i pl, pr) G1) pz), VrEX “1.5) 
则 了 至 少 有 一 不 动 点 | 
证 明 ”考虑 半 序 集 忆 o 按 定理 1.2, 叉 。 有 极 大 元 zo. 由 (1.5) 
式 得 四 
pl(zos Tz0) <p(zo) 一 9 (Zzo) 
这 意味 着 zo<zo， 由 于 xz 是 总 内 极 大 充 , 所 以 x0 二 Tx， 


i 四 i 证 让 
s SF 。 


re 


我 们 指出 ，Banach 不 动 点 定理 是 定理 1.3 的 推论 . 事实 上 ， 
如 果 p(Tz, Ty) <ap (z, 护 (g<1D), 则 有 (CTzy2az)<ap (zy 7z)， 
由 此 得 p(x, Tx) 一 ap (z，T2) <p (zx，T2z) 一 p (Tx, Tx)， 取 泛 范 
(7)= (1 一 g- pls, TY). 这 样 ， 容易 看 出 定理 13 的 全 部 条 件 
都 是 满足 的 . 

值得 注意 的 是 , 定理 1.3 并 不 要 求 算 子 了 是 连续 的 ， 近 年 来 ， 
已 经 证 明了 定理 1.3 等 价 于 所 谓 Ekeland 变 分 原理 .它们 都 是 
近 十 年 来 非 线 性 泛 函 分 析 获 得 的 重要 成 果 ，Ekeland 变 分 原理 在 
最 优化 ,控制 论 , 数 学 规划 、 微分 方程 . Banach 空间 几何 和 大 范围 
分 析 各 领域 得 到 广泛 应 用 . i 


§2 压 编 原理 在 积分 方程 和 微分 方程 上 的 应 用 


由 玫 Banach 压缩 映射 原理 的 压缩 条 件 容易 被 验证 ， 所 以 它 
应 用 广泛 ， 我 们 在 第 一 章 3 5 曾 给 出 这 一 原理 在 反 函 数 和 隐 逆 数 . 
存在 定理 上 的 应 用 ， 本 节 给 出 它 在 第 二 类 Volterra 积分 方程 和 
常 微分 方程 初 值 问题 上 的 应 用 ， 
定理 2.1 设 销 数 %: [0, 下 x[0,7T]xB'>B'! 并 满足 Lipschitz 
条 件 
四 liCi,s,2) 一 有 (ts 人 1 < 到 jz 一 外 : 
当 (s, 1)ELO, T] x [0, TI, 2, yER! 
则 对 任意 veC[0, 7], 第 二 类 Volterra 积分 方程 
uC6) =0(t) + [kds s, us)) ds (<t<m (2.1) 
有 唯一 解 wECL0, 四 。 此 外 ,辞任 选 wwEC[0, 四 ], 适 代 
gn) =2(t) + | kG rem (Da (2.2) 


所 得 序列 {wn( 引 } 在 [0,T] 上 一 致 收敛 于 解 #(5)， 
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证 明 “我们 把 连续 函数 空间 C[0, 2 改 冉 范 数 
lgl, = oas, e- “19g( 如 1s 当 9SCF0,7] 


以 1"1 为 范 数 的 连续 函数 空间 记 作 Ci[0，2]， 它 仍 是 Banach 空 

间 ， 本 来 对 gEC[0,71,1g1 二 max 19《 引 1 现在 
errlgl<loh<lel, 

故 两 范 数 等 价 ， 考 虑 Volterra 积分 算 子 、 


(49) (有 二 ?4+], hbs,9(8) a 


易 知 , 4: oto, 7]>01[0， TI]， 显然 方 程 (2 .有 唯一 解 当 且 公 当 
4 在 Ci[0, 7T] 内 有 了 唯一 不 动 点 .因为 


‘Hag MEL ma er | ,gds) -Aka)as 


| 25 max: .~ 中 er*e-7*|g(s) -有 (31 全 


。 Deser 
#9 Ah ,ma ou ersds 
elLi—l 
i =Lls— 一 四 max -全 oi 


ds i ， 二 科 守 


入 (1 一 ino 下 ， 当 g, hEO, [0, 站 . 
而 1-e "<1, 丈 4 是 压缩 的 ,: 由 ;Banach 不 动 点 定理 ,存在 4 的 
叭 一 不 动 囊 %, 县 对 任 取 uo&C1[9,7]sA"4o->4w， 因 为 C1[0, T] 与 
CL0, Tj] 的 范 数 等 价 ; 所 以 在 8[0, 本 中 也 有 4"™w-xz, 这 就 证 明了 由 
(2°. “7 式 所 确定 的 近代 函数 列 {xw( 纺 } 在 [0， T1 上 一 致 收敛 于 (2. 1) 
的 解 “0 | 
Se 证 毕 
“如果 象 通常 那样 ,在 范 数 是 19|=supjg(2) | 的 连续 函数 空间 
内 求解 ,那么 为 了 确保 算 子 4; 《CE0， 包 >C[0, 放 是 压缩 的 ,只 能 取 
a 


TM 


4<min fm, 中 、 因 此 ， 当 ?> 元 时 ， 只 能 在 子 区 间 [0， 轨 上 得 


到 方程 (2.1) 的 解 . 我 们 采用 新 范 数 | 1 的 好 处 是 保证 在 整个 区 间 


[0， 站 Et 有 人 解 . 
定理 2. “2 设 下 [0,7]xBI->B1' 连续 且 满 足 Lipschitz 条 件 
lf(s,7)—f(s, 1 ELIzs—y|, YB sEL0, T], x, YEB! 


划 初 值 问题 
a 
J (2.3) 
2(0) 一 0 
在 整个 区 间 [0,7T] 上 恰 有 -~- 解 . 
证 明 在 方程 (2:1) 中 令 k(t,s,2)==f(s,4)， = 0， 则 方 
程 (2.1) 变 成 积分 方程 


a(t) = | f(s, uCs)) ds 


而 由 第 一 章 $ 3 最 后 的 结论 可 知 它 等 价 于 初 值 问题 (2.3)、 于 是 
定理 (2.2) 的 结论 可 由 定理 (2.1) 推 出 . 


8$ 3 一 致 凸 赋 范 空间 


来 池 要 讨论 几 种 特殊 类 型 的 线性 赋 范 空间 ， 特 别 是 一 致 凸 赋 
范 空间 . 这 些 空间 的 几何 特性 在 不 动 点 理论 和 单调 算 子 理论 中 是 
经 常 要 用 到 的 . 

设 X 是 到，@ 是 单位 球面 .容易 明白 ,上 的 任何 线段 至 多 

与 6 交 于 两 点 . 但 并 不 古 任 何 线性 赋 范 空间 中 的 单位 球面 也 都 有 
此 性 质 ， 因此 , 有 如 下 概念 . 

定义 3.1 设 革 是 线性 赋 范 空间 , 5 是 并 中 的 单位 球 而 ， 若 对 
任何 x,yES5,zx 六 yy, tSE(0,1), 总 有 [tz 十 一 从 下 之 1 则 称 久 是 严 
9 $5 » 


格 屿 赋 范 空间 , | 

定义 3.2 设 且 是 线性 赋 范 空间 ， 若 %、vEX,w 妆 0，2v 六 0 且 
I 十 2 二 4%1 十 1v1 时 , 必 存 在 > 汪 0, 使 得 x 一 co， 则 称 和 是 严格 赋 
范 空间 . | 

严格 赋 范 空间 的 特征 是 ， 两 向 量 之 和 的 长 度 狠 于 长 度 之 和 当 
且 仅 当 两 向 量 共 线 , 

定理 3,1 设 钱 是 实 线性 赋 范 空间 , 则 下 列 说 法 等 价 ， 

(i) 也是 严格 凸 赋 范 空间 ; 

(ji) 对 任何 fEX*,f 在 S 上 上 最 多 于 一 点 达到 最 大 值 ; 

(ii | 竺 站 <! (zyES, zs 人 


(iv) 无 是 严格 赋 范 空间 ，- 
“证明 
人 二 (iD 设 z,yES8, 了 (x) = 了 (9y) = 上 |， 则 对 一 切 iE(0, 1)， 


f= DF) + = 了 (01-0) tt) 
SNA-D)rtiy) 
所 以 1(1 一 Dz+iy| 之 1， 由 于 的 严格 同性 ,z 二 y 即 了 在 妨 上 至 多 
于 一 点 达到 最 大 值 . 


(i) 过 ( 汕 ) 若 存 在 +，yE8, zy 


=1, 则 由 Hahn - 


Banach 定理 ,存在 feX*，|f1=1 且 (= 
f(z) +f (9) =2. 

又 因 f(z)<<1，f(y)<1， 所 以 f(z) = 了 (y) =1， 因 此 ， 必 有 
x 二 y， 这 是 矛盾 的 . 

GD) 二 (iy) 设 w，vEX，]z+v1= 1s1+1vl， 不 妨 假 定 0 二 
lul<ivj， 于 是 


es S66 。 


= Fi 


=| 向 + 


u 

>| 训 + 让 -| 可 | 
(ol—JuD) fo} 

= wv) rp 


| ful ly 


区 
i 
因为 (ii 成 立 ， 玖 [一 To 即 (iv) 成 立 . 
(iv 一 (iD 倘 著 (不成立 , 则 有 zyES, zs toE(0,1) 满 足 
rt (1 一 to)yj=1， 从 1z1=1y1=1 推 得 1=tojz] 十 (1 一 i0) 
jg 二 JozE 寺 上 (1 一 tio)91|， 这 样 , 依 (iv), 存 在 a>>0， 满 足 toz= 
at 一 上 08g， 再 从 jz =] 刀 =1， 得 to=a(1 一 it， 于 是 z=9 了 矛 
盾 , 故 (成 立 ， 
证 毕 
例 1 设 ?是 4 维 向 量 空间 ， 对 zx= (zi, …， Zn)ECR" 规定 
=Dle. 容易 说 明 (R", 上 .不 是 严格 凸 赋 范 空间 。 


定义 3.3” 设 是 线性 赋 范 空间 ， 若 对 任意 给 定 的 。>0， 存 
在 .65= 56(e) 二 0， 使 得 当 zx, yE8 (0， DElz—yl>e 时 ,有 


z+y 
则 称 筷 是 一 致 凸 赋 范 空间 ， 
从 定义 直接 看 出 ,一致 凸 赋 范 空间 必 为 严格 凸 赋 范 空间 . 


定理 3.2 设 X 是 线性 赋 范 空间 。， 关 是 一 致 性 赋 范 空间 的 充 
oe $7 。 


条 件 是 ; 对 任 给 e>0, 存在 6=6(e) 二 0， 使 得 对 仔 何 wzf0,1)， 
当 纠 之 emaxftlzi 1y fj， 有 
loz + (1 -0 <max{lzl, yi}(1—26min{g, 1 一 wy) 
证 河 于 分 性 显然 ， 
必要 性 : 才 sl=1oi=0， 剧 结论 成 立 ， 设 ec -maxfjzl， 
1 上 >0, 闪 一 二 史 久 一 了 加 则 有 zyEB(0D 目 jz 一 扩 >e 不 


妨 设 1 一 x= min{aw,1 一 x%}，, 则 
jez + (1—o y= ext (oy (2g—1)z"] 
SU ty aD) 12 0) (1—6) + (4—1) 
三 1 一 20(1 一 a) =1—26min{a, 1—a} 
所 以 ，| iaz 十 (1 一 0) MA c(1—26mint{&, 1 一 9}), 即 
lest (1 -oy <max {lzl, jyl} (1~—26min{&, 1—«)}) 
证 毕 
定理 3.3 内 积 闪 闻 是 一 致 汪 抽 范 空 间 ， 
证 明 设 女 是 内 积 空间 ,zx, yeEB(0,1) 且 有 |z 一 站 尖 e>0: 据 
汪 生 四边形 法 则 ， 
EA 


. ety / 
ee 4 ' 
pon de -A 
人 证 毕 
由 定理 3.3 po Hilbert 2 空间 契 一 致 山 Banach 空间 ，1938 年 ， 
Milman 证 明了 一 致 心 Banach 空间 是 自 反 Banach 空间 . -可见 ， 
一 致 凸 Banach 空间 是 介 于 Hilbert 空间 与 自 近 x Hanach 2 空间 之 问 
的 一 种 空间 .天 A.Clarkson 在 1936 年 引进 了 一 发 本 冉 范 空间 ， 


并 证 明了 LDL?,L?(1<<p 过 00) 句 为 -一致 山 Banach 2 空间 . 
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84 非 扩展 算 子 


在 本 章 8 1 曾 引入 一 类 非 扩展 算 子 , 它 是 Lipschirz 常数 为 1 
的 Lipschitz 算 子 ， 这 类 算 子 的 研究 与 增生 算 子 、 单 调 算 子 、 非 线 
性 半 群 和 非 线 性 发 展 方程 周期 解 等 领域 有 密切 关系 . | 
定理 4.1 设 人 是 实 Banach 空间 的 非 空 有 界 闭 同 集 ,7; 人 9 一 
Q 是 非 扩 展 算 子 ， 则 存在 点 列 {z8} C8 使 得 2 一 Txs>0(%>00)， 
证 明 记 和 加 = (1 一 k-))， 任 取 zoEQ， 定 义 算 子 
Tz= (1—Ah) ro ATy. 
国 为 8 是 凸 集 ， 故 Zi: 08， 由 于 包 是 非 扩展 的 ， 数 对 尾 合 my 
y 人 2， 有 
Tx — Ty = 7 TA)z— yl 
这 说 明 对 每 一 kW， 算 子 T, 是 压缩 的 ， 按 Banach 不 动 点 定理 ， 
存在 0 满嘴 ; Ty = WE 因而 对 任何 kEN, 有 
te — Tr = (Ke— Tze) + (Tezs— Tr) 
= (1—h) (zo0—Tz,). | : 
用 68) 表示 从 的 直径 ,于 是 ,由 上 式 当 >oo 时 ;就 有 
Ize—Tx le (1~— 一 有 6009) 一 0 
-… ;证 毕 
记 fix (7) 三 人 | EC Tz= 村 称 作 克 的 不 动 点 集 对 
“于 一 个 算 子 了 ,fix (7 可 能 是 空 集 ， 亦 可 能 不 是 单 点 集 ， 以 下 我 们 
来 考虑 非 扩展 算 子 的 fix (77 的 结构 . | 
定理 4.2 设 X 是 严格 赋 范 空间 , QCX ; 是 凸 集 ， 了 :2 一 工 是 
非 扩 / [| j (2 是 凸 集 县 是 关于 @ 的 相对 闭 集 . | 
证 明 设 {zx} Cfix(T) 且 zw->zoE9, 则 Tzn->zo. . 因 P 连 纱 ， 
得 Tzn>Tzo, 帮 zo 一 zo， 有 即 zoEfix(T)， 丰 此 ,fix(T) 关于 Q 相 
对 闭 ， 


* ,有 3 人 


设 zy zzEfix (2 有 上 且 zi 关 za 记 zo 一 zl 十 (1 一 0)72， 其 中 cxE(f， 
3 由 fix( 站 CO 及 2 的 凸 性 知 , ?<E2， 因 为 
oi Tre = Tr — Tz ls m2 = 11 rz (4.1) 
(2.— Txol = 1T7— Trel size 一 zj 一 lz 一 za (4°2) 
所 以 , 1x1 一 Txal 十 [zs 一 7za1 二 x; 一 zz1. 由 于 芷 是 严格 赋 范 的 , 故 
存在 40, 使 得 x1 一 Txs 一 4(Txs 一 x2)， 经 整理 ,有 
Twa= (1— x1 + pre 


其 中 4 一 了 天 依 (4: 了 D 式 ,4 过 1-@; 依 (4:2) 式 ,1 一 44， 从 而 


# 一 1 一 a. 故 Tzxa= 二 Q21 十 (1 一 0)z2 二 zo 有 即 zoEfix (7T)., 因此 ,fix(T) 
是 西 集 . 
证 毕 

定理 4.3 设 民 是 一 致 是 Banach 空间 ，Q 是 六 的 有 界 凸 地 
集 ,了 T:Q 一 对 非 扩 展 ， 则 对 任 给 e>0, 存 在 上 (e) 盖 0， 使 得 取 吕 内 
详 足 

Txo—zol<é(e), Tz,—zl<E(e) 
犁 任何 zo,2&& 对 违 结 ze 与 z1 的 线段 上 的 任何 z ,都 有 
: I7s—zl|<e. 

”证 明 连结 x 与 zi 的 线段 是 z= (1 一 D)zo+hz (0<4<1). 
当 [zi 一 zof 之 e/3 时 ,对 这 线段 上 的 每 一 *， 当然 有 14+ 一 zo1<<e/3. 
名 此 , 我 们 内 需 取 5(e) <e13, 就 有 

Tz—zl<lTz— Tol + 1Tzx0—zol + lzo—zl 
委 21z 一 zoj -+E(e) <e (4.3) 
所 以 , 我 们 只 要 考虑 情形 jx, 一 ze/3 就 可 以 了 ， 记 6 是 0 的 下 


径 , 则 当 4< 训 时 ,对 这 线段 上 的 z,1z 一 zo1=41z1 一 zof <e/3. 据 
此 , 类似 地 做 (4.3) 式 的 推 寻 ,也 有 |Tz 一 z1 过 e. 这 样 ， 并 不 需要 考 
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虑 [0, 要 中 的 一 切 4 而 是 仅 需 考虑 4 之 让 的 情形 ,还 要 指出 的 是 ， 
当 4>1 一 奇 时 ,也 有 
lz—z]= (1—ND lz —z0ol<=e/3 
所 以 只 要 取 &(e) <e13, 可 类 似 地 推出 (4.3) 式 , 即 1Tz 一 x1<e. 总 
之 ,需要 证 明 的 已 化 成 了 当 4e| 襄 1 一 襄 | 和 iz 一 mol 之 e/3 时 ,在 
在 &(e)>>0, 只 要 1Txo 一 xof EE(e),17z. 一 zr1S(e), 就 有 17x 一 
Zz 过 se, 其 中 z= (1 一 人 xo 十 Azi 
设 y=7z, 则 
ly—zol< IT2s—Tzrol + Tz —zol<é(e) + Alz,—zol 
1g—zl<iTs—Tz d+ |Tr zl <Ee) + (1—N 1z zol 
记 
zo=A lz — rol (yz0), 
z= (1—D 7 zs, 一 ze (zr —9) 
于 是 
[zol<1 + 9900?E(e), lal<<1-+ 96e-?E (8) 


r 
但 是 , 当 4| 站 1 一 奋 轩 :4at (1—Dal= | zf :tz —zol"? 


=1. 因 而 , 由 XX 的 一 致 山 性 ,可 取 5(e) 充分 小 , 使 得 [zi 一 zf< 与 

于 是 
If7z—z|=1y—zl=1(1—ND (9—z0) —A(z #1 

<AL—ND lz zollz —a0l<e. 

证 毕 

定理 4.4” 设 XX 为 一 致 心 Banach 空间 , 9 是 筷 的 非 空 有 界 闲 

同 子 集 , 7; 2- 并 是 非 扩 展 的 , 则 

QD 车 {zj) CO, vy>z0E9 且 (1 一 7T) (zj) my，yEX， 则 

ss 61* 


《一 四 (20) =Y. 

G (1 一 T) (8) 是 X 的 闭 子 集 . 

证 明 ”证 ()， 如 果 对 中 的 9 用 算 子 Ty:Ty(z) =Tz 15 来 
代替 全 ， 则 7, 也 是 非 扩 展 的， 而 且 ( 一 7 G2) = (1 一 7) (27) 一 
y>9， 又 因为 如 果 (7 一 P35) (z0) =6， 则 (1 一 了 (z0) 一 y， 和 全 而 不 失 
一 般 性 , 可 设 9 一 6. 

设 es=1(1 一 7) (z)1>0(j>o0)， 对 ei， 存 在 一 个 满足 定理 
4.3 要 求 的 E(e!)， 我 们 取 Ce;) 二 e1， 然 后 在 {ej} 中 取出 某 。 ,不 
妨 用 ei 表 之 ,使 得 se <E(eD)<e、 对 so 又 存在 一 个 满足 定 妈 4.3 
要 求 的 &(e2) ,使 得 (ea <。 这样, 依 归纳 原理 ， 我 们 可 以 所 出 
{ej 的 一 个 子 列 , 及 相应 的 {z 让 的 子 列 ， 都 用 原 符号 来 记 之 ， 使 得 
er<E(ei-UD<ei-t(7 一 1 2 pp)， 有 具有 定理 4.3 的 结论 ， 我 们 断定 ， 


对 任何 < U fa) } 有 }z 一 Tz] 过 esi. 事实 上 , 身 注 意 到 这 闭 


j >E 


was( UU fc 内 的 每 一 点 都 是 某 点 列 
/内 的 每 


jb 
{ya} -1 Ceof{ze, Teris "Ts) (s>D 
的 极限 点 , 及 1 1 和 全 的 连续 性 , 就 只 需 证 明 对 任何 之 如 当 zEco 
{zp Yetis os 时 ,不 等 式 1z 一 7z| 过 ec- 成立. 

对 任意 固定 的 sE.V, 我 们 用 倒 推 归纳 法 来 证 明 上 述 结论 成 立 . 
最 然 , 当 =s 时 ,不 等 式 成 立 . 假设 当 1<s 时 不 等 式 成 立 . 设 zEco 
{2a-Dp Xess) 则 妈 位 于 连结 ze- 与 co{ze yxzsjy 内 某 点 羡 的 线 
段 上 ， 依 归纳 法 般 设 ， jw 一 如 过 入 Eee) 且 1Pze 一 2 二 
ESE(et-3)， 从 而 , 据 定理 4.3， 得 17z 一 z| 委 ee-: 因而 ,我 们 已 


经 证 明了 洲 凑 个 pa U fz) } 有 1z 一 Tz 过 ey， 得 这 个 六 册 
: | j>E 


包 是 闲 凸 集 ， 而 Banaeh 空间 中 的 闲 凸 集 必 是 序列 式 弱 闲 的 ( 见 本 
*»* 62 .* 


音 $ 7 定理 7.2 的 推论 ). 又 zi 一 zo, 所以， 也 有 |zo 一 Txol 志 ej(j 之 
1), RCI 人 T) (x0) =0. 
证 ( 订 ， 设 y 属于 (7 一 六 (2) 的 闭 包 ,， 则 存在 {z 小 二 2， 使 得 
《人 (z7)->% (Jeco)， 因 为 如 是 自 反 Banach 空间 的 有 界 集 , 它 
是 弱 列 紧 的 , 不妨 设 rr 一 zo， 而 8 是 序列 式 弱 闭 的 , 故 zoEQ， 按 
(GD 的 结论 ， (7 一 2)《zo) =y， 这 就 证 明了 (1 一 T) (Q ) 是 中 的 
闭 集 . 
定理 4.5 (Browder,F.E. ,1965,Gohde，D. ,1965) 设 式 
为 一 致 节 Banach 空间 , 如 是 马 的 非 空 有 界 闭 凸 子 集 ，Z: 一介 是 
非 扩展 的 , 则 多 在 如 内 有 不 动 点 . 
证 明 ” 依 定理 4.1， 存 在 点 列 {zbj CQ 满足 (1 一 7) (x8) ->0. 
由 定理 414, (7 一 人 (2 是 闲 集 , 所 以 9E(I 一 T) (Q)， 于 是 ,存在 
ziE9， 使 得 (一 7) (zo) =9, 即 To 
证 毕 
因为 Hilbert 空间 是 一 致 西 的 . 所 以 定理 4.5 对 Hilbert 空间 
当然 成 立 ， 对 -一般 自 反 Banach 空间 ， 定 理 4.5 是 否 成 立 昵 ?这 还 
是 一 个 未 解决 的 问题 。 Kirk, W. A. 于 1965 年 利用 具有 正规 构造 : 
的 集合 的 概念 ， 来 研究 非 扩展 算 子 的 不 动 点 的 存在 性 ， 他 证 明了 
下 述 结果 ; 设 人 是 自 反 Banach 空间 玉 的 非 空 有 界 闭 凸 于 集 ， 昌 具 
有 正规 构造 ,T; 8->9 是 非 扩展 的 , 则 中 在 2 内 有 不 动 点 ， 因 为 在 
一 致 凸 赋 范 空间 中 的 非 空 有 界 闭 凸 子 集 具 有 正规 构造 ， 所 仅 Kirk. 
的 结果 推广 了 定理 4.5, 详 见 参考 文献 [19] 的 第 二 章 . 
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设 五 是 实 Hilbert 空间 ,zo0€E 厂 ,z(t); [0, oo0)->HH. 我 们 在 本 节 
将 应 用 定理 4.5 来 证 明 非 线 性 发 展 方程 初 值 问题 
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到 加 一 fbz(D)， 4E[ooo) 


ZK(0) 一 2Zo 

周期 解 的 存在 性 . 

定理 5.1 设 

(i) f(ti,2) 关于 tt 具有 周期 o>>0, 即 f(ti+w， zz) 二 f(t,7) 
《tiE[0, 00), xEH); ， 

《iD <F(t,2) —f(t,9) ,2—Y <0, (ELO, 0), x, YEH);: 

(iii) 存在 R>>0, 使 得 

| f(t,7),72) OEL0, 1, 
ztESn(0, BR)={zEH|1z|= 8B})). 

又 对 任何 zoE8(0, R), 问 题 (5 “有 解 2()， 则 (5.1) 有 周期 为 
的 唯一 周期 解 

证 明 先 证 唯一 性 。 用 反 证 法 . 倘若 x2('),y(') 均 满足 (5.1) 
中 的 性, 


(5. 1) 


fl P= at),a(0) acdc, sc) (5:2) 
Ra 

Bac 56) =2F C6)) F900), 

x(£) —y(t))<0 

由 上 式 知 

lz 一 (DT<lz(0) 一 (OPYte[oco (5.3) 
从 (5.3) 式 知 ,如 果 z(0) =y(0), 则 z(t) =y(t) (iE[0,c0))， 叭 一 
性 得 于 


设 zoEB(9,R),x(t) 是 (5:1) 的 解 . 我 们 来 证 明 当 iE[0, wj 
币 , z(t)EB(0, R). 


实际 上 ,车 有 4 (0, o], 而 lz(to1>R, 则 由 1z (6 1 的 连续 性 
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及 fz(0)1= 1zol 志 BR, 必 存在 rE[0, to), 使 得 lz(7)1=R.， 令 
M= {tE[0, to0) [lz (i) |=R} 


扎 假 设 Gii) 和 (5.2) 有 
号 (lz(9 加 | =2Cf(t, 72)),200)| ~ 


由 此 易 知 ,存在 8 汪 >0, 使 to 十 6 二 io 且 tiE(ro0，7T0-F6) 时 ，z (过 
xz(ro)， 从 而 ro 就 不 会 是 到 的 上 确 界 ， 这 与 所 设 蔬 盾 ， 于 是 我 们 已 . 
经 证 明了 对 任何 iE[0, @], z(t)EB(0, R). 

作 算 子 如 下 : 对 任 一 zoEB(0, BR), 设 z(t) 是 问题 (5.1) 的 解 . 
令 Tz0=2(0) 《5.4): 
则 由 上 面 证 明 的 结果 , 算 子 了 是 (9, R) 的 自 映射 ， 按 (5.3) 式 ,还 
有 jFzo 一 ?4 过 jz 一 加 | 即 到 是 韭 扩 展 的 ， 根 据 定理 4-5，P 有 
不 动 点 zo gazo=zo， 对 此 zw (51) 丰 解 z( 引 ， 此 外 , 依 (5.4) 式 、 
Zo T 了 x0 二 XX(@), 故 7X(0) 二 x(@)， | | 

由 2(0)=z(@) 及 条 件 中 ,z(t) =z(t 十 @) 也 是 (5+1) 的 解 . 
因为 前 面 已 证 明 解 是 唯一 的 , 所 以 

z(t)=zx(t tw), 0 过 !<oo 

可 见 ,z( 妇 是 (5.1) 的 周期 解 , 周期 是 @. 四 


§6 非 扩展 算 子 的 迭代 法 


本 节 玫 们 来 考虑 迭代 序列 的 收 和 敛 问 题 . 
设 J 是 非 扩展 算 子 ,车 ZT"w->zo， 则 由 人 J 的 连续 性 ，T"*!w 
Txo， 从 而 Tzo 二 xz0， 其 xoEfix(T)。 可 见 非 扩展 算 子 的 迭代 序列 
若 收 丝 , 则 一 定 收敛 于 不 动 点 ， 
一 般 来 说 , {Z "wo} 的 聚 点 不 一 定 是 了 的 不 动 点 . 
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例 1 设 基 二 52 的 二 | 一 外, 定义 也: 天 -> 玉 是 TZ 二 
工 一 z， 潮 么 当 公 导 - 计时 ，{Z"w) 的 聚 点 就 不 是 多 的 不 : 寺 战 ， 


我 们 多 ， 村 序列 {a} 收 俩 ， 则 必 有 jan+i 一 an1 一 0， 因 六， 
87 ore 20 是 序列 {Tmw} 收敛 的 必要 条 件 ， 

对 于 非 扩 民 算 子 人 而 言 ,数列 人 Tw 一 Trw1) 音调 不 增 ， 政 
全 一 定 收 化 ,但 极限 不 一 定 是 零 为 此 ,引进 如 下 娄 念 ， 

定义 6.1 证 世 是 线性 赋 范 空间 , 史 CX>X; 称 T 在 人 上 
站 源 于 正则 汐 , 记 指 对 任意 的 wE8, TP"Tiw 一 Tw ->0(4->00)， 

尔 渐 巡 正 油 六 不 能 保证 序列 {"w} 入 


. 例 2 设 卫 = {el en {1, 0 0， 2} NEN), 


Ten=zn 则 Ts O20 六 肌 且 县 汤 让 全 起 车 企 才 和 
的 wEgQr (2m 不 收 钙 . . 
定义 6.2 设 和 是 线性 典范 空间 ,7: 0CX->X, 称 7, 9) 注 

gO ,le 
是 并 的 闲 子 集 . 

定理 6.1 (Browder, F.E, 和 Petryshyn, W. v. 1966) 设 

G) XX 十 线性 赋 范 空间 ， 人 是 的 闭 子 集 , 全: 9->Q 是 非 扩 
展 的 且 渐 近 正则 ; 

Gi) (ZT, 09) 满足 条 件 (4); 

(iii) fix (7) 
则 对 于 任意 给 定 的 weEQ, {Tiw} 收 伍 于 J 在 Q 上 的 不 动 点 ， 

证 明 ” 因 且 是 北 扩 展 算 子 ,所 以 当 取 定 yefix(T) 时 ， 对 于 任 
意 的 wEQ, {7iw--y|} 单 调 不 增 ， 放 {Tiw} 有 界 ， 令 
K=cl{T'wli€ No} 


其 中 cl4 表示 4，。f。 表示 非 负 整 数 的 全 体 ， 则 天 是 有 蛤 闭 集 旦 
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KCQ， 由 (外, M={z1z=z 一 Tz,zEK} 在 天 中 闲 ， 因 了 渐 近 正 
则 , 所 以 17, 即 在 在 ucK, 2 Tu, MM uefix (7T). 

这 梯 , 或 存在 :So Two 一 中 或 大 在 {Teej 的 字 询 {Dmw}， 
Ti >u(i >00) 

行为 效 者 情形 , 出 已 证 明了 Zoo >a(a->cc); 天 为 后 省 情形 ， 
向 由 12"0 一 >G 及 1T"w 一 三 的 音 畴 什 , 芭 有 "wxu Ca->20)， 

| | 注 晶 
定理 6.2 让 
”(D 针 是 -一 教 同 赋 范 党 间 , 如 是 了 的 同 于 集 ; 

(7:20>0 是 非 广 展 的 生 fix(T)2， 
外 对 于 任意 的 ae (0, 二 w7 (开动 定 是 Q 上 的 非 沪 展 的 , 浙 
洗 东 册 浊 和 抽身 和 人 的 Fg 

证 明 任意 永定 gE(0, DD， 同 mi 讲 用 TN)ECO， 记 以 . 
TA(9) 己 人 9， 此 外 、 不 难 验证 fixt7TD) 人 x (7 日 是 非 扩 种 
算 子 ， et | 

对 于 任意 取 定 岁 wwS9, 故 izj 二 2ww(E 才 中 开 有 


1 


Tow Pew} Co oz) (6.1) 


据 (6; 1 式 95020 一 人 52 音调 不 增 ， 故 在 在 7042z 一 
zd 一 7(G->co)、 所 以 只 需 验 证 >==0 就 可 以 了 
, 储 具 7 二 0, 取 定 yEfix(T)， 则 wg， 因 "Tzs- 一 ziT8; 一 
强 人 2 一 旭 志 2 一 外 ,所 以 下 面 来 估计 ;2 一 站 
根据 筷 的 一 致 凸 性， Vei>0, 存 在 6;= 6,(e;)， 使 得 当 j7z, 一 
5 > 一手 时 , 有 如 下 估计 起 
fairy Tals ) + (1—0) (Tz —y)} 
< 1- 26.mints, 1--g})max{! zi—yi, I7z,—y|} 
=(1—26min{g, 1—&})|z,—y| (GEN) 


取 ==e= TI 有， 则 易 验 证 17z; 一 z1 之 elz 一 站 (iE). 


于 是 6,=6(e) 与 i 无 关 ， 记 9=1 一 26min{a,1 一 @), 则 有 0<0 <I 
且 
lz — ylz—y, (EW) 
所 以 
TZz: 一 2 中 委 212, 一 朋 委 2012 -一 纪 
R202 yl >0 《一 oo) 

这 与 7>0 蔬 盾 ，- 故 r=0, 即 有 |TS*w 一 Tiw1->0(i 一 0)， 因 此 
7 是 浙 近 正则 的 . 证 毕 

称 用 7。 表示 的 近代 序列 {Tiw} 为 Mann 选 代 序 列 ， 定 理 6.2 
的 意义 在 于 通过 和 来 研究 下 的 不 动 点 , 此 时 人 工 可 能 不 是 渐 近 正则 
的 ,而 得 到 的 Ts 却 是 渐 近 正则 的 . 

定理 6.3 (Browder,F.E. 和 Petryshyn, W.V.1967) 设 

(i) 对 是 一 致 吊 赋 范 空间 , 2 是 工 的 闭 凸 子 集 ; 

(iD 7T; ->09 是 非 扩展 的 且 fix(2D) 名; 

(iiiy (ZT, 9) 满足 条 件 (4)， 
则 对 任意 的 wEQ 及 aE(0, 了 D, {于 ww} 收 化 于 全 在 人 上 的 不 动 点 . 

证 明 由 1 一 7。= (1 一 @) (1 一 了) 及 (iii) 知 , (T。, 0) 满 是 条 件 
《4). 根据 定理 6.1 与 定理 6.2, 结论 为 真 . 

证 毕 

在 以 上 几 条 定理 的 证 明 中 , 我 们 看 到 条 件 (4) 起 着 重要 作用 。 
为 了 判定 算 子 是 否 满 足 条 件 (4), 我 们 引入 下 列 概念 . 

定义 6.3 设 了 是 线性 赋 范 空间 ， 称 算 子 7: QCX 一 4X 在 从 
上 是 次 紧 的 , 是 指 对 于 任意 有 界 点 列 {z;:}CQ， 若 {zi 一 Tz;} 收 全 
则 存在 {zj} 的 收敛 子 列 . 

次 紧 的 概念 与 连续 的 概念 是 互 不 包含 的 ， 即 次 紧 的 算 子 不 一 
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定 连 续 , 连续 算 子 亦 不 一 定 是 次 紧 的 , 
定理 6.4 设 7T: QCX-> 了 在 人 上 次 紧 且 连续 , 则 (了 T, 9) 满 
是 条 件 (4). 
证 明 设 GCQ 是 有 界 闭 集 , 记 MM= {ziz=x 一 了 xz,zEG}. 设 
2E 肌 , 则 存在 {zn} CG, Xs 一 Tzn>u(n>00). 
因 G 有 界 , 所 以 {z»} 是 有 界 点 列 ， 根 据 T 了 在 的 次 紧 性 ,存在 
{zs} 的 收敛 子 列 {xn}; zn 一 ZoCt 一 oc0)， 依 G 的 闭 性 , zoEG， 而 据 
了 的 连续 性 ， Tzs,—>Tr0(h->00)., 故 有 Wns— Trn >r0— Tro(k > 
oo). 
因此 ,w= 二 20 一 Tzo, 即 mEM， 从 而 , 及 = MM， 故 (TT, 2) 满足 
条 件 (4). 
证 毕 
由 于 非 扩展 算 子 是 连续 的 , 因此 据 定理 6 4, 定理 6.1 与 定理 
6.3 中 条 件 ( 4) 可 以 用 是 次 紧 的 来 代替 . 
下 面 给 出 判定 算 子 次 紧 性 的 几 个 充分 条 件 . 
定理 6.5 ” 设 开 是 线性 赋 范 空间 , @ 是 下 的 子 集 ,了 : -> 基 , 则 
只 要 满足 下 列 条 件 之 一 , 了 就 是 次 紧 的 . 
(i) T(0Q) 是 列 紧 集 ; 
(ii M= {z1z=?% 一 Tz,zEQ} 是 耶 的 闭 子 集 且 (1 一 7)- 在 人 M 
上 存在 并 连续 ; 
(iii) 故 是 Hilbert 空间 , 《Tx 一 Ty,z 一 y》 志 alz 一 y1:， 当 2， 
8gEX, 其 中 1 一 24 宕 0; 
《iv) 互 是 Hilbert 空间 , 《Tz 一 Ty, x 一 y) 才 aj Tx 一 Ty|?, 当 z， 
YEX, 其 中 1 一 2a 守 0. ~ 
证 明 设 {z,} CQ 是 有 界 点 列 且 {zs 一 Tz) 收敛. | 
人 因子 (2) 列 紧 ,所 以 存在 {Tzs} 的 收敛 子 列 {Tzs,}， 但 
Zas 一 《Zn 一 人 Zn) 十 2 zy 故 {zs 收敛 ， 
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(ii 因 {z; 一 Tzs} 在 导 内 收敛 ，( 一 人 ) -在 开 寺 有 定义 县 乏 
续 , 所 以 2 一 (7 一 人 -1 一 z) 收 和 化. 

(iii) 因 (zs 一 Pzs 收 化， 所 以 {za 一 2z 必 为 Cauchy 已 列 。 
由 


| ra— Ts) — ris — Trnrp) 
一 | 一 za 二 二 | Trn— Ten;sl  —2 
Tn— Enips TXn— TIntp) 
之 (1 一 2a) 和 zw 一 Za 人 2 二 rn 一 全 和 rp 
宕 |7z,—Tz,: ,1 
知 {Tzxn)} 是 Cauchy 序列 ， 因 文 完备 , 所 以 {TPxo} 收 化 ， 因 此 , x 一 
(2; 一 了 25) 十 Tx; 取 钱 ， 
(iv) 类 似 (iii) 的 证 明 ， 
- 证 浊 
定理 6.6 设 
(i) XX 是 一 致 屿 Banach 空间 , 2CX 是 非 室 有 界 闭 十 集 ; 
(ii) ZT; 虽 ->0 是 非 扩展 的 生 TC9) 列 紧 ， 
则 全 在 2 上 有 不 动 点 且 对 于 任意 的 bzE82 及 aE(0， 1)， 迷 代 序列 
{Tiw} 收 敛 于 了 在 人 上 的 不 动 点 , 其 中 ,7a 一 a7 士 (全 一 0 
证 明 ， 因 并 是 一 致 砧 Banach 空 何 且 QCX 非 空 有 界 闵 山 ， 
所 以 根据 定理 4.5,fix (7T) 站、 由 定理 6.5 的 (i), 于 是 次 紧 的 . 
故 ( 卫 ,9) 满 足 条 件 (4)， 依 定理 6.3, 结论 为 真 . 
”证 毕 
我 们 希望 对 定理 6.6 作 本 质 的 推广 ， 将 一 下 中 冉 范 空间 减弱 
为 严格 赋 范 空间 .为 此 ,给 出 如 下 预备 定理 . . 
引 理 6.1(Mazur 定理 ) 设 耻 是 Panach 空间 ， 4 是 下 的 紧 
子 集 ， 则 co( 4) 是 紧 集 , 其 中 co(4) 表 示 4 的 闭 凸 包 ， 
证 明 因 开 完备 ,co(4) 是 闲 集 ,所 以 ,只 需 证 骨 co(4) 完全 
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有 界 革 可. 
对 于 任意 给 定 的 e 之 0, 由 4 的 完全 有 界 性 知 ,存在 4 的 工 - 网 : 
{21 "2n} CA 令 


. n » 
K=co({z1, "24}) -这 izs {bis>0, D1 4s= 中 
i=1 gel : 


5COc Us (= 过) (6:2) 


ZEco(4) 4 
设 yeEco(4, 则 9 一 这 4i9y4s 其 路 E4， 之 0 且 2 二 1(1 
< 去 加) 对 于 aiE4， 存在 NOODLE A 有 19 一 ze(y < 


了 令 9= 4a4y), 则 9EK 且 有 细 - 引 << 守 Aiy (9 


i=1 tml 
I< 了 帮 有 
co(4) CK 的 于 -网 (6.3) 
联合 (6.2), (6.3) 式 ,有 
50(4)CK 的 所 -网 (6:4) 


定义 映射 p; p(y 10 = 之 ,Hzo 则 9p 是 中 紧 集 {Cp 


| 4 二 1 之 0,1<i<n} 到 KK 上 的 连续 映射 ， 于 是 K 是 


紧 集 ， 因 而 尺 是 完全 有 界 的 ， 故 存在 {如 ,…，} 忆 及 ， 有 如 下 
关系 


KC {hs bm} 的 于 - 爽 (6.5) 


@ PFI» 


综合 (6.4),(6.5) 式 ,有 co(4) 己 {hh,…,En} 的 e- 网 即 {h…， 
如)} 是 co(4) 的 e- 网 . 

证 毕 

定理 6.7(Edelstein，M., ,1966) 设 

(i) 了 是 严格 赋 范 Banach 空间 , CX 是 闭 凸 集 ; 

(ii 7T, 9->9 是 非 扩展 的 且 T(9) 列 紧 ; 

(ii) fix(T)X &, 

则 对 于 任意 的 wEQ 及 cc (0,1), 选 代 序列 {Zato) 收 化 于 全 在 DO 上 
的 不 动 点 ,其 订 了 sal 十 (1 一 @)7T. 
证 明 首先 证 明 ,zEfix(T) 的 充 要 条 件 是 

JT7.z—y|=1z—y, Vyefix(T) (6.6) 
实际 上 , 当 xEfix(T) =fix(T。) 时 , (6.6〉 式 显然 成 立 ， 反 之 ， 菩 
《6: 申 式 对 xzE0 成 立 , 则 对 yEfix(T), 有 . 

Jzs—y}=|17.z—y} = as—y) + (1—a) (Tz—Ty)| 
<alz—y| t+ (1—olTr— Ty < ls—y| 

所 以 

lz—y)=alz—y) + (1—o) Tz—y] (6.7) 
依 1z 一 痢 =Ja(z 一 9) 十 (1 一 @) (7z 一 纺 1 与 瑟 的 严格 赋 苑 性 ， 则 存 
在 4>0z--g=4(z 一 分 ， 由 (6.7) 式 知 ,1=1， 即 有 2z=x. 故 
rEfix (T). 

使 意 取 定 weE0, 记 MM=colc1(TCQ)U (wj))， 则 MCO. 因 
c1(T(Q)U {w)) 是 紧 集 ,所 以 据 Mazur 定理 ，M 是 紧 集 ， 注 意 到 
{7T5w} CM, 若 存在 YEM 及 {Tiw} 的 子 列 {T3t0)，Tstw >y (8-> 
%%)， 若 能 证 明 yEfix (7), 则 由 (Zw 一 y 上 } 的 单调 性 , 亦 有 Tiw> 
y(i>00). 

以 下 证 明 yefix (7). 

倘若 yS fix(T), 把 此 处 的 y 视 作 (6.6) 式 中 的 x， 则 由 ,的 
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非 扩 展 性 与 (6.6) 式 ,ff 在 wEfix(7)， 使 得 


r= 1y—ul—lT.y—ul>0 《6.8) 
因 7T2w0->y(%->00) 日 了 。 连续， 所 以 Thtiw->TY(8>00), 故 存 
在 太 , 当 二 下 时 ,有 


{wu 7 + 7 
< 了 十 和。 一 4 (6.9) 


由 7。 的 非 扩展 性 ,并 注意 到 (6.8), (6.9) 式 ,有 
ITarriw—y| |y—ud — Ts w—ul 


> 到 (>K) ~ (6-10) 


《6:10) 式 与 Taxo->g(b->co) 相 矛盾 ， 因 此 ,3Efix(2、 


*§ 7 凸 集 分 离 定理 


本 节 我 们 来 证 明 两 条 著名 的 凸 集 分 离 定 理 ， 为 此 先 要 引进 线 
性 空间 的 一 些 几 何 概念 ， 设 开 为 实 线性 空间 ，j 为 X 上 的 非 零 实 
线性 泛 函 ,cEB!。 我们 称 = {xEX1f(z) 一 9 为 站 中 的 超 平面 ， 
四 个 水 平 集 产 (e) = {zxEX|f(z)<&e}, f*(e)={zEXIf (zx)>0}, 
(0) = {zE 下 1)<ej 和 户 (o) ={zEXif(o) > 都 称 为 由 忌 
所 确定 的 半空 间 ， 显 然 它 们 都 是 凸 集 ， 此 外 ， 若 生 是 实 线性 冉 范 
空间 ,EX*, 则 五 ,<(c) 及 户 (c) 缘 芳 闭 集 , 分 别称 为 闲 超 平面 和 
闭 半 空间 ,而 大 Ce) 及 六 (ce) 均 为 开 集 , 称 为 开 半空 间 .，， 

请 读者 自己 证 明 , 如 果 太 是 于 的 超 平面 , 则 存在 roS 妃 及 玉 的 
非 平凡 线性 子 空间 二， 使 得 五 =zo 十 荆 ， 这 里 zo 二 工 意 指 {zo 十 z| 
ZEL}， 从 而 不 难看 出 , 闭 超 平面 不 含 内 点 . 

设 为 实 线性 空间 , 4、B 均 为 非 空子 集 ， 如 果 4Cf<(e) 和 有 
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BECf (ORACS (OF BCf (eACI (OH BOI (0) AC 
六 (9 日 BC 天 () 大 称 起 平面 五 分 离 ( 严 格 分 离 )4 与 站 证 
是 美 系 4 大伙 《CH*(0) 洁 ， 称 4 位 于 吾 的 一 捷 。， 和 汪 他 
时 , 称 4 严 格 是 位 于 三 妆 一 侧 . 
实际 上 ,莫名 的 Hahn-Banach 定理 就 是 一 .种 分 离 定西 ; 没 总 
是 实 线性 赋 范 空间 ，4 是 也 的 凸 开 子 集 ， 工 是 耶 的 线性 了 空间 ， 
zoEX HAN (zo +D)= 他， 则 存在 半 超 平面 玉 包 含 集 zo 二 工 且 和 4 
严格 地 在 如 一 侧 . | 
现在 给 出 超 平面 谎 = {zEX|f(z) =c} 分 离 严 格 分 离 两 个 集 
的 ' 几 个 等 价 形式 : 
恕 分 离 (严格 分 离 )4 与 与 妃 
<> 当 zc4 时 ，f(z) 过 e (f(x) <0) 且 当 zc 时 ， De 
(f {7)>0). 
>supf (a) <inff (7) (Supf (2) <inff (2)) 
设 X 是 实 线性 赋 范 空间 。 K 是 对 的 本 子 集 ， 0EK®, 其 中 K" 表 
梨 基 的 内 部 : 共 书 用 这 种 符号 表示 梨 的 肉 部， 称 - 
i Pr(lo) Einf{r>0lr EK} (GER).*. “(7:1) 
是 五 的 :Mitkawski 兴国 ， 也 称 为 下 移 承 托 族 数 Gupport furc- 
tion)，Minkowski 巷 了 图 有 下 列 性 质 ; 
从 7 1 设 KKCX 是 古 集 ,0EK"，Px 是 天 的 Minkowski 
流 国 , 旭 : ， 
Pi 人 [0，co) 这 续 ; 
(ii) Px(ar) =aPr(x), YrEX, >0 ( 正 齐 性 ) 
Pr(s -的 二 Pr(z) + Pr(y) Vx, YEX, (次 可 加 性) 
(Gi). K°= {YE 基 |Pe(z)<1} AKE= {rEX|IPr(z) =1} 
RI XNKR= {rEXIPE(7) >1), 
这 里 9K 是 KK 的 边界 , 即 3K=KN (XN、E). 
s FHA» 


证 明 ， 先 证 (GD 中 正 齐 性 ， 当 w=4 时 ， 显 然 成 立 ， 对 ac>0， 

有 . . 
Pxr(loar)—=inf{r>0|r-'arEK} 

Qinf{a ir>0) (gr) IwEK} =—=aPr(r). 

“2 等 证 党 可 夫人 性 ， 设 7 9E 和 ，Ye>0 这 471D)，3y， s>0, 使 得 
pir s-1yER 且 : 

r<Px(r) -+e/2, s<Pr(y) +e/2. 
因为 五 是 凸 集 , 必 (十 s) iz 十 拉 = (7 十 s)- 人 
ER， 于是- i 
.Pit +y) Er+ eCPr(s) i A i 

岂 ， 1 之 任意 但 | 
Pr(z + EPr(r) } Pely) 

次 证 但 ， 国 关公: 去"， 故 可 取 五 >0， 使 得 下 (9 CK; 设 
2 则 如 1 全 2S(0 有 CC 二， 改 Px (37 太 R- xl. ;由 此 知 Px 
在 z=0 处 连续 .注意 到 Px(z) 之 0， 所 以 Px 还 是 耻 土 的 有 界 泛 
男 ， 因 为 已 证 得 Px 是 次 可 加 的 , 故 

一 Pr (y 一 切 委 Pr(z) 一 SC 一 幼 ， YX 
可 见 , Px 连续 . | 

最 后 证 (iii)， 显 然 , 当 zEK 时 , Px(z) 二 1。 典 而 所 ;对 一 
切 xzE 革 ,也 有 Px(x) 二 1， 反之 , 设 zE 芒 ，p 二 Prtw) 过 1 . 字 是 由 
《7 了 ,存在 {m4} 5C (0 co)， 使 得 mLzE 开 是 当 8 二 co 时 rn->0. 
分 两 种 情形 来 讨论 ， 车 p>0, 则 mi->p-5 pr-lzE 丰 于 是 ,从 0， 
PzE 中 及 玉 的 三 性 ,也 有 zERR; 若 0D=0, 这 时 可 取 足 够 大 的 郊 使 
得 7a<1， 于 是 从 8， ratzEK 及 的 西 性 ,得 4= (1 一 ro)8 上 ra 

io)S 天 ， 因 而 , 我们 已 经 证 明了 zERR 当 且 仅 当 Px (x) 志 1, 或 
等 价 地 ,XEXN、N 下 当日 仅 当 Px (x) >>1. 设 ?EK °, 则 可 了 骤 e 汪 0, 使 
得 (1 十 ejxEKK, 由 此 得 Px(?) 志 (1 十 e)-!<1; 反 之 ; 设 Px(x) 过 1， 
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则 存在 6>>0, 使 得 当 1y 一 xz1 志 6 时 ,Px(9) 过 1， 从 而 知 B(x, 86) 性 
太 ， 可 见 , ?SK° 当 有 生 仅 当 Pr(z)<1， 综 上 所 述 , 也 证 明了 xE€9K 


当 且 仅 当 Px(z) =1 


证 毕 - 


引 理 7.2 设 X 为 实 线性 赋 范 空间 ，KKCZ 是 同 集 ，09EK"， 
zoEX, zoEK?°, 则 存在 闲 超 平面 卫 分 离 K 与 {x0}. 


证 明 设 Pr 是 下 的 Minkewski 泛 国 ， 研 = {azolaEB8!}， 定 : 


义工 上 的 实 泛 函 了 ,FP(azro) =aPk(zo) (acSBD， 当 a 关 0 时， 由 引 
理 7.1 之 (iD，,P(azo) =Pr(azo); 当 a<0 时 ， 因 为 对 中 一 切 x， 
Pr(z) 之 0， 所 以 ，P (axo) =aPr(20) Px(aro). 由 Hahn-Banach: 
定理 ,存在 和 上 的 线性 泛 函 f, 使 得 对 任何 SB 了 (ax0) 一 aPx (ro) 
且 对 一 切 zxE, f(z) 亿 Px(z)， 因 Px 连续 ， 故 了 也 连 绕 ， 流 后 ， 
我 们 断言 闭 超 平面 鼠 = {xzEX|f(z) =1} 分 离开 与 {zo0}， 事 实 上 、 
出 引 理 741 之 (iii) 及 ye EK 天 (x9) 二 Pr(z0) 之 1 且 当 xEK 时 ， 
f(D EPr(r) Sl. 
“ 证 比 

引 理 73. 设 4,8: 绒 为 了 的 西子 集 , 则 超 平面 如 分 离 4 与 B 

当 且 仅 当 它 分 离 4 一 8 与 {0}, 此 处 4 一 B= {x 一 y|xEA, ygEB}，- 
.证明 ..: 留 作 习题 . 

定理 7.1( 凸 集 第 一 分 离 定理 ， Eidelheit, E.) 设 XX 是 实 线 
性 赋 范 空间 , 4,B 均 为 互 的 非 空 凸 子 集 ,4? 兰 f 且 4 站 B= , 幅 
存在 闲 超 平面 互 分 离 ;4 与 互 此 外 , 若 4,B 均 为 开 集 ， 则 互 严 格 
分 离 4 与 五. ， 

证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 9<4"， 否 则 , 任 取 zoE4°, 则 9 电 
4 一 zo= {z 一 zolzE4} 的 内 点 . 注意 到 超 平面 妃 分 离 4 与 刀 当 旧 
仅 当 五 分 离 4 一 2o 与 8 一 wp， 这 样 ,也 就 化 成 了 9E4° 的 情形. 取 
为 对 任 一 gE 及，4A° 一 y 是 开 集 ， 所 以 4 一 B= {x 一 yzE4A"，yE 
®, 6 ee 


\ 


B}= 出 (4 一 臣 是 开 集 . 根据 假设 , 4.B 皆 为 凸 集 , 所 以 4*、4° 一 
下 都 无 四 集 ， 取 goEB, 4° 一 By 二 (4 一 B) 二 go 则 显然 

M= A"—B+yo 
仍 是 凸 开 集 ， 此 外 ,由 于 0E4"， 故 OE 了 = M"， 因 为 4° 与 8 不 
交 , 所 以 yoE 下". 依 引 理 7.2, 存在 闲 超 平面 了 = {xzEXI|f (xz) =c} 
分 离 李 与 {go}， 按 引 理 7.3, 五 分 离 4 一 B 与 {0}. 再 由 引 理 7.3， 
五 分离 4" 与 B. 

下 证 鼠 分 离 4 与 B。 设 当 sE4° 时 ,f(z) <c， 对 任 一 zuE4 且 
zcg4， 因 为 4 止 ,gE4， 所 以 tzo= (1 一 6)0+ txEA(0<E<1). 
我 们 来 证 明 ,对 足够 小 的 6>0， 了 DB(tze 6) 一 tyo 十 了 (06)C4， 事 
实 上 ,圣人 乱 一 8>0, 因为 zoE4, 所 以 

Bltzo0 6) CtA4 BO, 6) 
所 i 是 固定 的 ,1 一 i>>0,9E4°, 帮 可 取 足 够 小 的 6, 使 得 BC0， oc 
(1 一 t)4， 于 是 
B(izx0 06) CitiA+(1—#)A4=4 
我 们 已 经 证 明了 tizoc4*(0<t<1D， 由 于 tf (xe) -f(tsD<o 令 
1>1, 得 f(zo) 志 ce， 因 此 互 分 离 4 与 B. 
最 后 , 设 4,B 均 为 开 集 . 则 存在 分 离 4 与 的 超 平面 Hi. 因 
为 五 不 含 内 点 , 故 理 ! 严格 分 离 4 与 BB，” 
: 证 中 
定理 7.2 ( 凸 集 第 二 分 离 定理 ，Ascoli) 设 卫 为 实 线 性 赋 范 
空间 ,4,8 均 为 工 的 非 空 止 子 集 , 且 4 是 紧 集 ,B 是 闭 集 ，A4 站 B= 
纪 , 则 存在 闭 超 平面 严格 分 离 4 与 B. 
证 明 .对 任 一 6>>0, 令 4,=4+B(0,6)， 因 4 与 B(0,6) 皆 为 


同 集 ， 4,=. B(x,6), 帮 4 是 四 开 集 , 今 证 存在 66>0, 使 得 4 与 
万 不 交 。 车 不 然 , 则 有 6。>0,6,>0, znE4 和 ynEB, 而 
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lzn—ynl <6n (nEN) 
因 4 紧 , 故 不 妨 设 zo>zoE4， 从 而 ,也 有 go>xo。 但 B 闲 ， 族 zo&E 
B， 此 与 4 站 B= GY 相 矛 盾 ， 按 定理 7.1， 存 在 闭 超 平面 五 = {zE 
开 1f(z) = 个 分 离 4 与 下 设 44CF<(r),BCf>(7). 由 地 A4 紧 ， 
可 设 了 在 zoc4 达到 其 最 大 值 ro。 由 4s 的 作法 ， 必 有 7。<?. 取 
满足 *o<ce<y 的 c, 则 已 ={zE 和 If(z) = 二 0} 严 格 分 离 4 与 B. 
:证 毕 - 

在 这 里 着 重 指出 ， 上 述 西 条 定理 我 们 仅 就 典范 空间 证 明 的 . 实 
际 上 , 定理 7*"1 对 线性 拓扑 空间 成 立 ,定理 7.2 对 局 部 晤 线性 拓扑 
空间 也 成 立 . 

推论 设 久 为 拉线 性 赋 范 安 间 ,4 是 X 的 非 空间 凸 集 , 则 4 是 
序列 式 弱 闭 的 ， 

证 明 设 zvS4,yo 一 zuEX. 车 mE4, 因 {zyj 是 紧 集 ， 故 由 定 
理 7.2, 存 在 JEX* 及 eo>0， 使 得 f(z)>>f(z0) +e(YzE4)， 这 . 
显然 与 zvE4, za 一 po 也 盾 ， 

下 一 我 们 将 还 朋 , 鞭 是 来 线性 由 范 空间 ,4C 工 是 序列 式 
弱 闲 集 , 则 4 是 闭 集 . 


相 8 瑞 拓 外 和 弹 紧 集 


鉴于 本 之 和 第 四 、 五 两 章 多 次 用 到 序列 式 弱 闭 、 弱 闭 、 弱 * 闭 、 
弱 紧 ， 可 亲 旬 和 人 我 们 将 就 线性 斌 范 空间 的 情形 ， 介绍 这 些 基 
本 概念 和 结论 , 但 不 在 一 般 的 线性 拓扑 空间 中 讨论 这 些 内 容 . 


8: 了 线性 赋 范 空间 上 的 弱 拓扑 


设 忆 为 实 线性 赋 范 空间 , X* 是 它 的 共 圈 空间 . 让 我 们 回想 起 ， 
六 中 的 点 列 {z。} 弱 收 全 于 zoc 开 ,是 指 对 每 一 JfEX*, 都 有 j (za) -> 
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了 (zo) (8->oo).， 但 是 能 够 证 明 , 在 站 内 不 能 引入 一 种 距离 , 使 得 弱 
收敛 等 价 于 按 距 离 收敛 ， 现 在 我 们 进一步 分 析 一 下 弱 收 敛 的 意 
义 ，z 一 章 指 对 任 一 之 0 与 每 一 JEX*, 存 在 自然 数 N=N(e， 
人 ), 使 得 
[f(x) -f(z l<e Bt>N 
于 是 , 对 任何 有 限 多 个 1,…, fnEX*, 可 取 
N=N(f1,……, fa; 2) maxN (e, fi) 
使 得 
fis) —fiz) |<e Bh>N,i=l rn (8:1) 
作 和 集合 | 
Ugos fi fr; 2) = {EX| If C2) —f, (0) I<e, » 
1= 1 nn} ~ (8:2) 
由 (8:1) 和 (8.2) 得 
mEU(zo fi fre) BE>N : G. 3) 

我 们 知道 拓 拉 空间 中 点 列 收 全 是 用 邻 城 刘 基 的 如 果 《8.2) 
式 表达 的 诸 集 确实 上 只 有 邻 域 的 人 性质， 那么 弱 收 敛 就 可 以 用 - 一 种 搞 
扑 来 旭 划 了 ， 下 面 我 们 先 介绍 如 何 用 邻 域 公理 来 定义 拓扑 空间 ， 

定义 8.1 设 X 是 非 空 集合 ,车 对 也 中 每 一 元 素 z, 都 对 应 一 
个 集 族 统 (zx), 满足 下列 条 件 : 

1° U(r) NG; 

2 若 UEW (zx), 则 rEU; 

3% 其 U,VEUCz), UNREQ (YN); : 

4° 车 UEU(z) 且 VOU, 则 VEW (7); 

5” 车 UEU(z), 则 存在 VE 人 V(xz), 使 得 VP 且 对 全 一 yEV， 
有 VE (y)， 
则 称 节 是 拓扑 空间 , 多 (z) 中 每 一 成 员 部 称 为 点 7 的 邻 堪 ， 
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定义 8.2 设 G 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 ， 如 果 G 本 身 是 它 
的 每 一 点 的 邻 域 , 则 称 G 是 开 集 ， 一 个 集合 的 余 集 若是 开 集 , 则 称 
该 集 为 闭 集 ，。 

如 此 定义 开 集 后 ， 容 易 验 证 满足 通常 定义 拓扑 空间 的 开 集 公 
理 ; 1* 整 个 空间 和 与 空 集 足 开 集 ; 2 任意 乡 个 开 集 的 并 集 候 开 集 ; 
3*" 任 意 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 ， 反 之 ， 如 果 用 开 集 定义 拓扑 
空间 , 而 把 包含 一 点 的 任何 开 集 都 称 为 此 点 的 邻 域 , 则 如 此 定义 的 
邻 域 具有 定义 8.1 中 的 五 条 性 质 , 这 是 容易 证 明 的 . 

定义 8.3 设 文 是 拓扑 空间 , CX,zEX。 如 果 点 2 的 任何 
邻 域 都 含有 9 中 的 点 ， 则 称 > 为 2 的 接触 点 ，Q 的 所 有 接触 点 
的 集合 , 称 为 0 的 闭 包 , 记 作 全 

定义 8.4” 设 五 是 拓扑 空间 ，zEX， 点 x 的 一 些 邻 域 的 族 驹 
(z) 称 为 点 x 的 邻 域 基 , 是 指 对 zx 的 任何 邻 域 0, 必 存在 VE 妇 (z)， 
使 得 UV. 

现在 回 到 实 线性 赋 范 空间 和 上来. 用 更 (z) 表 示 由 (8,2) 式 
所 定义 的 集 U(z6; fis…, fw; e) 的 全 体 . 作 含 有 点 ze 的 集 族 @ (zu) 
如 下 : i | 
UEQU (wi6) 当 且 栅 当 存在 UCzo; fi …, fi; Ee)E 儿 (80)， 
使 得 UDU (xo; f1,…, ff; 2) 

今 证 WY (zo) 满足 邻 域 公理 ( 见 定义 8.1): 

1° 显然 WU(z0) 六 2; 

2” 设 VE (zo)， 由 定义 ,存在 (ze jp fn; 2), 使 得 0 二 
U(ro; 六 fn; 2)。， 由 于 20EU (zo; fi fn; 6), 疏 zoEU; 

3” 设 U,VE 煞 (x0), 则 存在 UU (Cro; 了 fs…, fn; 21) TI(zogg 
gm; 29) WB (2z0) ,使 得 UDU (zo fi … 3 1) VOU (zo gi gn; 
ey) ， 取 二 min{e1, ey}, 不 妨 设 此 处 诸 f, 与 9; 是 不 重复 的 . 于 是 

UNVOU zo0; fi fn; 91,**, 9m; €) 


Mi VNVER (0); 
4° 设 VE 氏 (zx0) VO0， 于 是 存在 V(x0; fi,…, fn; e)， 使 
得 U0 了 (x0; … fx; e)， 由 此 知 FDDU(zo 1，…s fn; 2)， 故 
ye 2); - 
5” 设 VEU(zo)， 则 存在 了 =V(zo fi "fn; 2)E 拓 (zo)， 使 
得 UV。 对 任 一 yEV, 有 
[fi(9) -filzo) |<e j=1,*,n 
由 此 知 . 
20 一 2—maxlfs (WD) —fi(z0) |>0 


设 xzED(y; fi fn; eo), 于 是 有 
EACOPSACAIEAIAOPS AON EI ACOPI A 
<eot [fy) —fi ls) | 委 e 

这 说 明 zEy ,所 以 UG 有 ,…,fr; 20)CV， 据 4°,VEU().， 

由 以 上 的 推导 可 知 , 当 忆 是 实 线 性 赋 范 空间 时 ， 若 对 每 一 点 
26E 以 G (z) 为 点 z 的 邻 域 族 , 则 开 成 为 拓扑 空间 。 表 (z) 是 点 
的 邻 域 基 . 

定义 8.5 设 瑟 为 实 线性 赋 范 空间 ， 对 X 中 任 一 - 虑 轴 令 
W(z) 是 点 zx 的 邻 域 全 体 ， 此 时 , 称 开 赋予 了 弱 拓 扑 ; (多 申 每 个 
成 员 称 为 zx 的 弱 括 扑 下 的 邻 域 , 简称 弱 邻 域 ， 

结合 定义 8.2,8.3 和 8.5, 自然 引出 也 中 的 弱 拓 扑 下 的 开 集 、 
絮 拓 扑 下 的 闭 集 和 弱 拓 扑 下 的 闭 包 等 概念 ， 本 书 分 别 简称 这 些 概 
念 为 弱 开 集 ， 弱 闭 集 和 弱 闭 包 等 ， 设 人 了 XX。 记 匠 是 范 数 拓扑 下 
的 闭 包 , Q。 是 弱 闭 包 和 可 ,是 Q 的 序列 式 弱 闭 包 ， 即 

zE0w,s 当 且 仅 当 存在 zxE09, 使 得 zw 一 z 
值得 指出 的 是 序列 式 弱 闭 包 并 不 一 定 满足 (Bw 5) ws = 可 wse， 因 
此 序列 式 弱 闭 包 不 满足 闭 包 公理 ,不 能 以 它 定义 拓扑 ， 当 可。, ,= 
。 8381 。 


9 对 ,9 是 序列 式 弱 闲 的 (第 一 章 已 用 过 此 术语 )， 
定理 8.1 设 和 为 实 线性 赋 范 空间 , 为 X 的 非 空子 集 , 由 5 
DCO Ch, (8:4) 
证 明 ” 设 zo€ 仿 , 则 存在 znE9, 使 得 zs->xo。， 从 而 x4 一 zo， 因 
此 xz。 即 GCI。. 
设 ZoE Os, 则 有 x,E0, 使 得 x 一 x0, 对 zo 的 任何 弱 邻 域 U， 
在 在 (ze fi,… ,fs; e)EHB(z0), 使 得 
U(xo; fiy °° fr; ETCU 
我 们 来 证 明 U(x6 fi,…, fn; 2) 们 QS 名 ,车 如 此 ,就 有 UNQg, 
这 说 明 zo 是 在 弱 拓 扑 下 的 接触 点 ， 故 zoE 人 Ds。， 事 实 上 ,如 果 U 
(zo je 站 有 = 2, 则 必 存 在 某 个 说 1in， 及 {zo} 的 子 
列 {zny); 使 得 


[fs 240) —fi(zo) ee, VIEN 
此 式 说 明 {zu} 不 可 能 弱 收 敛 于 zo, 这 是 矛盾 的 . 因此 ,确实 有 U (xo; 
fi, “fs 2 NOY. 


.证 毕 
推论 1 如 果 人 是 序列 式 弱 闭 集 ， 则 * 忆 也 是 闭 集 . 和 如果 愉 是 名 
闲 集 , 风 2 既 是 序列 式 弱 闭 集 , 也 是 闭 集 、 “，、 并 
征明 、 设 .O 是 弱 闭 集 , 则 由 (8.4 有 
SSc9v CO 一 总 
由 此 得 > 1 
== fg, = 10, 


所 以 及 是 库 列 式 六 的 ， 也 是 闲 的 . 从 这 个 证 明 中 咕 便 看 出 当 吕 是 
序列 式 弱 隆 集 时 ; 它 也 是 闲 集 . 
让 娃 
推论 2 ”如 果 了 是 凸 集 ， 则 如 是 闭 集 当 且 仅 当 它 是 序列 式 骅 
Ei 
a 2 « 


证 明 ”由 推论 1 及 本 章 完 理 7.2 的 推论 即 得 . 

下 而 我 们 来 证 明 更 强 的 结论 : 

定 玉 8.8 设 及 为 实 线性 赋 落 空间 , DCX 是 凸 集 , 则 @ 是 闭 
集 当 及 仅 当 它 是 弱 闭 集 加 

证 明 ”由 定理 8.1 的 推论 , 只 过 证 明 当 2 是 闭 集 时 ,= 0。. 
假若 不 然 ， 则 存在 aE0。, 但 aeQ 因为 9 是 闭 凸 集 ，{q} 是 紧 集 ， 
所 以 由 出 集 第 二 分 离 定 理 , 存 奏 fEX*+, 使 得 : 

“=Supf (z)<f (a) ， 


由 此 知 a 属于 开 半 空间 (0 -= > 取 e “请 中 0< < 
了 (a) 一 a, 则 易 证 让 

Va, f,0)= {z| 1f (2)— _f(W 1 <a cP) 
人 性 .yte 方 坟 是 点 的 弱 邻 域 ; 据 邻 域 性 质 如 ， 广 ( 拉 也 是 点 a 的 
恤 部 域 ,， oN) = “多 ,这 与 6 晤 。 也 盾 . 因此 了 是 列 亲 
集 . 


ip 


二 尘 ， 证 由 
最 后 。 我 们 米 讨 论 实 线 性 县 范 空间 X 的 8 术 窒 X* 站 的 拓 
扑 ,X* 是 Banach 空间 , 设 foEX*, 按 (8 为 起 全 家 有 限 人 Wy 
入 EX**(X 的 第 一 共 冰 空间 ) 及 任意 *>>0, 所 有 可 能 的 .… 
V fst, es ee) = EX 210) -st Go | < 0, 1h 
构成 卫 * 在 点 有 处 弱 拓 扑 的 邻 域 基 , 由 此 可 生成 XX* 上 的 弹 拓 扑 . 
此 外 ，* 上 还 有 男 一 种 重要 拓扑 , 称 为 弱 * 拓 站 ， 它 在 任 一 虎 . 的 
. 领域 基 大 这 样 组 成 的 : 任 取 zi enE 和 及 对 体 训 i e>0, , 作 
和 Co ze) = {fER* | zs) — folrn ‘<e i 0 
X*+ 校 弱 * 拓扑 也 构成 拓扑 空间 ， 我 们 把 按 盟 * 拓 提 的 开 集 、 亲信 
闭 包 等 简称 为 弱 * 弱 * 闭 集 , 弱 * 闲 得 等 .， ~ 
关于 空间 X* 上 这 = 种 白 科 按 折 拉 细 相 来 较 ， 有 如 下 关系 ; 
范 数 拓扑 比 弱 扩 细 ， 弱 拓 扑 比 弱 * 拓扑 细 
» 8S 。 


对 空间 上 的 两 种 因 扩 也 是 如 此 ， 本 书 就 不 详细 讨论 这 些 内 容 
了 当 习 是 自 反 Banach 空间 时 , 秘 二 对 **， 所 以 了 * 上 的 强 * 拓 
扑 与 弱 拓 扑 一 致 . 


8.2 弱 紧 集 

先 介绍 一 下 关于 拓扑 空间 中 有 关 紧 性 的 一 些 概念 和 结果 ， 
定义 8.6 设 为 拓扑 空间 ,人 D 是 的 非 室 子 集 , 又 设 {Gs}eeI 

是 的 一 族 开 集 .如 果 UG。9, 则 称 {G.)aer 是 0 的 一 个 开关 盖 


焦 0 称 为 紧 集 ， 是 指 对 QO 的 任何 一 个 开 和 覆盖 {G。} GEr ;存在 {Gs}ser 
的 一 个 有 限 子 族 种 盖 OQ， 如 果 整 个 空间 是 紧 集 , 则 称 卫 是 紧 折 
扑 空间 . 

一 般 来 说 , 拓扑 空间 中 的 紧 集 不 一 定 是 闭 集 ， 但 是 ,如 果 拓 扑 
' 室 说 是 Hausdorff 的 , 即 对 并 中 任何 两 个 不 相同 的 元 素 z,y, 存在 
分 别 包含 x 与 乡 的 不 相交 邻 域 (这 叫 分 离 公理 )， 则 下 中 的 紧 集 必 
为 朋 集 ， 此 结论 的 证 明 可 在 任何 一 本 点 集 拓扑 书 中 找到 . 

定义 $7 计谋 9 各 为 具有 有 限 交 性 质 是 指 非 空 用 的 
任何 有 限 子 族 也 有 非 空 交 . 

定理 外 9 拓 站 空间 下 是 紧 的 当 且 仅 当中 的 任何 具有 有 限 
交 性 质 的 闵 子 集 诸 有 非 空 交 . 

这 条 省 理 是 说 ， 是 紧 拓扑 空间 当 且 仅 当 如 果 {F。}aer 是 X 
中 的 具有 有 限 交 性 质 的 一 族 闲 子 集 , 则 NN poxg. 

证明” 设 是 紧 的 ，{F.).e 是 具有 有 限 交 性 质 的 闲 子 集 族 。 

作 Gu= AP。 则 {0.jcer 是 玉 的 一 族 开 子 集 ， 倘 若 门 .= C, 则 


X= (4., 即 这 族 开 于 集 种 六 工 ， 因 工 是 紧 的 ， 所 以 存在 有 限 个 1 
Gu Ga …， Gu 使 得 下 一 U Gi 从 而 几 7=， 其 中 = NG:。 
$s wl sml 


s S46 


此 与 {Fejser 共有 有 限 交 性 质子 后. 
反之 ,假设 定理 的 条 件 成 立 , 但 芯 非 紧 ， 于 是 存在 人 的 某 个 开 
种 次 {Ga}ser, 而 它 的 任何 有 限 子 族 都 不 能 覆盖 XX， 记 = X\G。， 


则 [1 F。.= XN LU .= 而 对 闭 子 集 族 {Fojoer 中 任何 有 限 个 


Fi es Pe, Nr = Usg. 此 与 假设 矛盾 . 
证 毕 

设 0 是 实 线性 赋 范 空间 开 中 的 非 空 子 集 ， 如 果 对 台中 的 任 
何 点 列 {zs) ,都 有 子 列 {zs,} 及 zoE 忆 ,使 得 z。, 一 zo 出 称 刀 是 弱 列 
紧 的 。 弱 列 紧 集 不 一 定 是 序列 式 弱 闵 的 . 

定义 8.8 洋 线性 赋 范 空间 了 中 的 弱 列 紧 且 序列 式 弱 闭 的 子 
集 , 称 为 序列 式 弱 紧 的 ， 和 中 在 弱 拓扑 下 的 紧 集 ,简称 为 弱 紧 集 . 

我 们 来 证 明 实 线 性 赋 范 空间 的 弱 拓扑 是 Hausdoff 拓扑 ， 事 
实 上 ， 只 需 证 明 对 任 一 zo96， 存 在 9 的 不 含 zo 的 弱 邻 域 就 可 以 
了 ， 由 Hahn-Banach 定理 , 存在 fEX*, 使 得 f(z0) =j zol . 取 e= 


于 lz 有 则 mED(b; 方 . 


因此 , 弱 紧 集 必 为 弱 闭 集 ， 结 合 定理 8.1 的 推论 1 有 
弱 紧 集 一 > 器 闲 集 一 > 序列 式 弱 闭 集 一 >> 闭 集 
下 列 定理 表明 对 Banach 空间 中 的 弱 紧 集 来 说 ， 可 以 不 用 弱 
拓扑 , 而 用 弱 收 化 来 处 理 问题 . 
定理 8 "4(Eberlein) 设 牙 为 Banach 空间 ， 藉 中 的 子 集 是 弱 
紧 的 当 且 伐 当 它 它 是 序列 式 弱 紧 的 . 
在 此 省 略 其 证 明 , 可 参看 参考 文献 [25]PP。158, 
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习 题 
1。 设 和 是 定 关 距离 空间 ,2 : 瑟 -> 瑟 是 连续 算 子 列 、 根 定 每 7。 有 不 
动 点 zw. 
(qa) 设 在 X 上 27。 -人 收 敏 于 2， 试 证 
(人 车 zs>zo 或 者 Tzi->z0) 则 zo 是 人 的 不 动 点 ; 
(ii) 车 到 是 压缩 的 , 则 {zs} 收 和 化 于 也 的 唯一 不 动 点 . 
(8) 设 {7T,)} 逐 点 收 全 二 了 TP, 每 一 了 ,是 Lipschitz 的 , 且 存 在 内 >0， 使 
得 LOT ) 和 ME)， 试 证 
;人 TP 是 Lschitz 的 且 工作 ) 氨 人; 
(ij) 车 #4>zoy 则 zo 是 也 的 不 动 点 ; 
(iii) 若 < 则 {z} 收 敏 于 了 的 唯一 不 动 点 ， 
， 2. 设 吾 是 实 Hilbert 空间 , 算 子 7: 太 >B(0,0) 定 义 如 下 3 


. ) wm 2€B (0， 0) 
fF) 2 + 


试 证 了 是非 扩展 的 

3。 设 是 实 Hilbert 空间 了: B(0,7r)—H 是 提 扩 展 的 证 明 下 列 两 结 
论 至少 有 一 个 成 立 : 

(i) 有 不 动 点 . 

(ii) 存在 z698(9,7) 及 0<4<1, 使 得 ?一 47z， 

提示 : 刺 用 习题 2, 并 芳 虑 映射 7. 了. 

4. 设立 和 了 了 区 为 距离 空间 , 区 是 完 备 的 ;GCCY， 又 设 2， 和 -> 了 连续 并 
对 灌 ' 了 >0 济 足下 列 条 件 : 

.《(*) 车 xzEX,TzEG, 则 存在 zE 革 ,使 得 . 
人 0<p(z,2} <n (ps0) -pT2,0)) 
证 明 闪 在 aEX 使 得 TakG. 

提示 : 作 和 -X->X 如 下 ; 

gop 条 件 (*) 中 的 z)， “XT 
Lz， 和 否则 

并 取 P(Z) 一 IPTzy GD). 

5。 设 了 为 Banach 空间 ,g: [0, ce) 一 [0 co) 连续 开 满 足 当 * 盖 0 时 ,er) 
4 B86 。 


<T。 设 人 .了 -> 和 有 具有 人 性质 
1Pz 一 如 oldlz 一 名) ,Yr YEE 
证 明 7 一 外 是 发 上 的 双 射 旦 (7 一 妈 天 在 三 上 连续 。 
6。 设 下 为 Banach 空间 。 称 
$Ce) =inf{1— [El zyeBO, DE lr—yl>e} 


为 空间 牙 的 山 性 模 数 , 6;，[0,2]->[0, 1]， 又 设 eo 一 sup{e16(e) 一 0}. 试 证 
和 是 一 致 目的 当 且 仅 当 eo 一 0, 入 是 严格 丁 的 当 且 仅 当 6(2) 一 1. 

7， 直接 证 明 空 间 i( 一 00, co) 不 是 一 致 目的 . 

8， 设 各 是 实 Hilbert 空间 ,QC™ 是 闭 凸 集 且 了 0->9 在 人 上 是 非 扩 
展 算 子 。 证 明 1 一 ?在 人 上 是 次 闭 的 ，( 算 子 f:8CH-> 且 称 为 次 闭 的 ,是 指 
若 t,TC4zs 一 z 且 (zs)->9, 则 zxE02 且 y=f (2)) 

9， 考虑 Hammerstein 型 积分 方程 


v0 Keng pay=f C0) (<z<D) 
0 四 


共 中 下 ,9,f 皆 为 实 值 连续 函数 ， 慨 设 函数 9 满足 Lipschitz 条 件 
Il9(z’) 一 9(z | 委 厂 | 和 一 2 
证 明 当 LKj<1 时 ,上 述 方程 在 C[0， 1 唯一 解 ， 此 处 , 上 Kl 是 从 CL0, 1 
到 C[0,1] 的 线性 积分 算 子 天; 
(Kp) (0) = Klas py 
的 范 数 . 
10， 设 了 是 紧 距 离 空间 ，T: X->X 是 严格 非 扩 展 算 子 ， 证 明 了 有 不 
动 点 ， 
11， 设立 是 Banach 空间 。 称 算 子 了: 多 (T) CX> 久 是 广义 压缩 的 , 是 
找 对 每 一 xe 乡 (TT) ,存在 c(z) 二 1, 使 得 
rz—TyhaCr) ls—yl, VYyégg (7) 
今 设 名 (全) 是 有 界 开 册 集 ,T; 2 (T)->XX 是 连续 -可 微分 的 。 试 证 也是 
广义 压缩 的 , 当 且 仅 当 在 儿 (7T) 上 和 "Cz) 上 <1. 
12. 设 卫 是 其 Banach 空间 了 的 共 思 空 间 ,T; 2= B(xo,7) 全 发 -> 大 是 广 
义 压缩 的 且 了 (20) CO， 证 明史 有 唯一 不 动 点 。 
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三 章 ”拓扑 度 理论 


研究 非 线 性 算 子 方程 
‘F(x)=0 
或 者 方程 
f(z) 一 了 . 

解 的 存在 性 有 各 种 方法 , 如 解析 方法 . 变 分 方法 、 单 调 性 方法 以 及 
下 而 我们 将 要 讨论 的 拓扑 度 方 法 等 等 ， 鉴 于 很 多 非 线性 方程 的 解 
并 不 唯一 ,实际 问题 需要 估计 解 的 个 数 , 因此 多 解 问题 也 是 研究 非 
线性 方程 的 一 个 重要 课题 . 

拓扑 度 是 几何 概念 ， 它 对 常 微 分 方程 , 偏 微分 方程 积分 方程 
和 积 微分 方程 的 定性 研究 , 见解 的 存在 性 ,估计 解 的 个 数 、 分 枝 解 
问题 , 解 的 稳定 性 和 分 歧 理 论 都 是 极 好 的 工具 ， 粗 上 略 地 说 ,拓扑 度 
是 反映 方程 解 的 某 种 “代数 个 数 ” 的 一 种 量度 ， 它 是 与 映射 了 和 区 
域 Q 有 关 的 整 值 函 数 ， 两 种 最 成 功 的 拓扑 度 理 论 是 ; 有 限 维 赋 范 
空间 上 的 Brouwer 度 和 无 限 维 赋 范 空间 上 的 Leray-Schauder 度 , 

1912 年 ，Brouwer 用 代数 拓扑 学 方法 创立 了 Brouwer 度 , 进 
而 得 到 了 著名 的 Brouwer 不 动 点 定理 , 1934 年 ,Schauder 将 度 理 
论 引 入 到 无 穷 维 赋 范 空间 中 ,并 且 得 到 了 著名 的 Schauder 不 动 点 
”定理 ， 后 来 ,1951 年 ,Nagumo 用 分 析 方 法 来 建立 拓扑 度 , 这 给 分 
析 学 家 们 带 来 了 很 大 的 方便 、 下 面 我 们 着 手 介绍 拓扑 度 的 概念 ， 
我 们 所 采用 的 方法 其 基本 思想 来 源 于 Nagumo, 并 且 是 从 有 限 维 
赋 范 空间 的 Brouwer 度 过 渡 到 无 穷 维 赋 范 空间 的 Leray-Schauder 
度 . 
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$T 次 限 维 空间 映射 的 拓扑 度 


首先 介绍 本 章 所 采用 的 主要 符号 . 

(ji) R* 是 % 维 实 赋 范 空间 ,# 二 (X15 x2, ,21)ER", 规 定 z 的 
范 数 为 : [z| 二 max| zl | | 

(ii) 除非 特殊 声明 , 9 表示 Re 中 的 一 个 有 界 开 集 ; 

《ii C (0) 表示 所 有 从 8 到 R* 的 连续 映射 构成 的 线性 赋 范 
空间 , 其 中 , JE0(5) 的 范 数 定义 为 : 上 1 一 suplf(z)1, 这 里 f(z) = 
Cs), fle), 1 fl), 按 (D, f= maxlfilol; 
(iv)》 记 也 (z) 为 f(z) 在 zx 点 的 Fréchet 导 算 子 ,了 (x) 的 表达 式 为 


af! ... 9f 
ors 9zn 
ofs 二 直达 9fs 
ggrs 9z， 


f'(7) = 


ns afn 名 负 参 ofs 
grxs EL 


对 Jacobi 年 阵 扩 (z), 记 
Jr(z) =detf (2) =det (fi,1(2)), 


其 中 fs(z) =2， 


Adz;” 
(Vv) CO 表示 一 个 函数 空间 , fECLD) 当 且 仅 当 fEC (9)， 
且 存 在 的 扩张 瑚 包 ( 凡 是 中 包含 日 的 有 界 开 集 ,， 了 在 名 (7) 
上 有 一 切 连续 的 一 阶 储 导 数 ， 定 义 
Ifh = suplfs (2) | +suplfes(2) | 


1&ign 1<ien 


易 验证 C1(8) 构 成 线性 赋 泡 空间 ; 


7 C2(D) 是 CC9) 的 一 个 子 空间 , 大 忆 (9) 当 且 仅 当 了 的 
扩张 儿 () 内 具有 连续 的 二 阶 售 导 数 ; 

vl 对 于 映射 f; 多 (]) 一 R", 定 义 集合 

suppf ={z€2(]) | 了 (7) 

称 为 映射 了 的 支 集 ; 记 C5 (8) (7 二 1,2) 为 C"(8) 这 样 的 子 空间 ， 
fE05 (98) 当 且 仅 当 suppf C9; 

(viii) fEC(CO), pER', 记 

f° (7)= {rEQ|f (2) =7)} 


1.1 CO! 映射 的 拓扑 度 

引入 拓扑 度 的 方式 很 多 . 最 早 是 用 代数 拓扑 学 的 概念 引入 的 . 
后 来 出 现 了 完全 使 用 分 析 学 的 概念 和 方法 来 定义 度数 ， 而 且 有 多 
种 方式 , 但 都 不 是 直接 对 连续 映射 定义 度数 ， 本 书 先 对 0’ 映射 定 
义 度数 ,然后 用 C0! 映射 去 逼近 连续 映射 ， 通 过 极限 过 程 来 定义 连 
续 映 射 的 拓扑 度 . 

定义 1.1 设 fe0!( 侣 )， 车 J(zo) =0， 则 称 zo 为 了 的 临界 
点 , 否则 的 话 ， 称 zo 为 了 的 正则 点 ， 点 PER” 称 为 了 的 临界 值 ,是 
指 J-'(p) ={xEH|f(x)=7} 至少 含有 一 个 了 的 临界 点 ， 如 果 
三 (9) 不 含 了 的 临界 点 , 则 称 ? 是 了 的 正则 值 ， 记 Gy( 弛 ) 或 2y 为 了 
在 吕 上 痢 界 点 之 全 体 ,j(27) 为 了 在 吕 上 的 临界 值 之 全 体 ， 显 然 
Zs 是 闭 集 . 

设 fE0'(D)， 由 Fréchet 导 算 子 的 性 质 可 知 ; 

f(z) =f (0) 十 P(zo (z 一 zo) +o((z 一 zo)) (1:1) 

如 果 户 (zo) 关 9 则 上 式 表明 , 在 正则 点 附近 ,了 (z) 可 以 用 线性 函数 
来 遂 近 ; 倘 芳 户 (zo) =0, 则 表明 在 临界 点 没有 这 种 性 质 ， 

定理 1.1 设 JEC:5)，2? 为 了 的 正则 值 ， 则 产 !(2)》 为 有 
限 集 . 


+ 90 。 


证 明 因 右 是 紧 集 , 故 只 需 证 了 7'(p) 是 孤立 点 集 ， 否 则 ， 和 在 
在 {zr} CC 六 1 人 ) xzo>zo xnsszoy 且 mr 互 异 ， 于 是 xY0E9, f(z0) 二 
?, 但 由 (1:1) 式 ， : 
0= f(xn) — f(x0) =f" (z0) (rr 一 2o) Fo( (zn — 20)) 
即 有 
fr (x0) Tete) OKT) sb (yco (1.27 


| 2, 一 zo| {7, —— Yo] 
由于 也 (zu 是 连续 线性 算 子 ， 故 在 紧 集 tajlal= 1 weR") 上， 
| 久 (zo0al 必 有 正 下 界 ”% 于 是 对 任 春 前 wER", 都 有 
|f' (zul>rial (1.3) 
这 显然 与 (1.2) 式 矛盾 . 
证 毕 
在 引出 拓扑 度 定 义 之 前 , 我 们 先 考虑 两 个 例子 ， 设 pER"， 我 
们 希望 对 方程 | 
f(x)=? (1 分 
解 的 个 数 给 予 业 种 度 最 ,并 要 求 这 种 度量 是 经 小 扰动 玉 变 的 ， 
例 1 设 f 是 (a,5)CE! 上 的 连续 可 微 实 函 数 ,由 连续 函数 的 
. 介 值 定理 可 知 , 只 要 f(g) 一 p 与 (5) 一 p 反 号 ， 则 方程 (1.4) 至 少 
有 一 解 ， 不 过 方程 (1.4) 在 (a, 5) 内 解 的 个 数 经 小 扰动 是 可 以 变化 
的 ， 俩 如 ， 
f(x)=2z:+c=0 
在 (一 1, 1) 内 解 的 个 数 , 当 e 从 负 变 到 0, 再 变 到 正 时 ， 从 2 变 到 1 
再 变 到 0， 这 样 ,c 在 0 处 的 微小 改变 引起 解 的 个 数 的 变化 . 
设 z 是 方程 (1.4) 的 解 且 也 (xzo) 关 0， 我 们 默 予 “符号 
sgnf'(z0), 并 把 所 有 这 种 解 的 “符号 "取代 数 和 , 记 
deg (f(a,b),7) = S senf’ (7), 
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则 不 难 验 证 它 是 经 小 扰动 不 变 的 , 而 且 有 
1 当 帮 (OO<2?<f(OD) 
deg(f, (a, b),p)=4—1, 当 J 了 0<2<f(o) 
0, 当 f (a) 一 2 与 1(6) 一 2 同 号 
例 2 设 0 是 复 平面 BR? 中 的 有 界 区 域 ,其 边界 90 逐 段 光 滑 ， 
f 在 人 上 解析 , PER 一 1(909)， 由 留 数 定理 ， 


1 f(z2) 
2 | 于 后 瑟 oz- (f( 人 一 仿 在 吕 内 零点 的 个 数 


(m 重 零点 按 m 个 计 ). 这 个 积分 显然 与 ,7 在 392 上 的 值 和 Pp 有 
关 , 记 


f' (2) 
A 


”下 面 讨论 此 积分 的 几何 意义 ， 为 此 作 变 形 如 下 : 记 
f(z2)—p= |f (2) 一 ?| efarg(f(2)-P) 
蓝 ， 


deg(f, 9,9) = a7|, dadf (一 本) 


2n1i 

第 一 个 积分 表示 ln1f(z) 一 中 在 39 上 的 改变 量 ， 于 是 第 一 个 积 
分 值 为 零 ;第 二 个 积分 表示 f(z) 一 ? 的 幅 角 当 z 绕 32 一 周 时 的 总 
改变 量 , 这 个 改变 量 显然 是 与 了 的 位 置 有 关 的 ， 于 是 ， 当 z 线 30 
一 周 时 , 若 f(2) 一 2 的 幅 角 增加 了 28zr, 则 deg (fp) =k， 即 数 
值 deg (上 2, 候 改 示 曲 线 f(39) 绕 点 了 的 圈 数 ， 能 够 证 明 ， 这 个 
数值 是 经 小 扰动 不 变 的 , 可 参考 文献 [26]; Vol. 1. 

例如 ， 设 f(z)=2z?+z, 人 = (zER* | lz|<1), 30 = {zER’| 
1z|=1}, 了 (a8) 把 RE? 分 成 三 个 区 域 D,B8,F， 其 中 D= RAE (如 
玫 1.1 所 示 ), 于 是 
<。 952 。 


= 下 [| npD) + | darg (f (2) —D) 


图 1.1 
0 ， PED 
deg(f, 2,7)—=41, PEE 
2， pEF 
定义 1.2 设 fEC1(H),pEF(0Q) UF(zs), 则 称 
deg(f, 0,D= SD sgnd (2) (1.5) 
为 了 在 了 处 关于 的 拓扑 度 ， 
注 
(i) 由 定理 1.1 知 , (1.5) 式 右 端 是 有 限 和 ; 
(iD 当 pEf (08) 时 ,表明 方程 f(z) = ?在 介 上 有 着， 所 以 定 
- 义 拓 扑 度 时 ,条 件 PEf(29) 是 必须 的 ; 
(ii) 显然 , deg(f, 0,7) 是 帮 9 及 了 的 整 值 函 数 ， 我 们 将 证 
. 明 , 当 2 固定 时 ,对 了 及 p 是 连续 的 ; 
Giv) 拓扑 度 又 称 为 映射 度 或 映 象 度 . 
定理 1.2( 标 准 性 ) ” 设 工 是 便 等 映射 , 则 
deg( QD=1 ApEQ. 
证 明 f(z)=1(z) = (zy za yz， 
， 1 
DW 1 |=1 
| 
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对 任意 pS,"1(9) = 由 定义 1.2 知 结论 成 立 . 
证 毕 
定理 1.3 设 fe0(9) 且 p< 了 (28) UF(Zy), 则 存在 6=6(p， 
内 >>0, 使 得 当 9EC1(5)， lg—fil,<6 时 , pEg (02) Ug(2y) HH 
deg(g, ,2) =deg(f, ,7) 


证 明 车 f7!(p) =, 到 6= 志 Pp(p，f())>o, 其 中 plp， 


了 (如 )) 是 按 本 节 开 头 定义 的 R" 的 范 数 所 导出 的 点 到 集 f(5) 的 
上 距离 ,于 是 ,对 满足 !9 一 <6 的 9EC1(88), 必 有 
19(z) 一 站 > (2€9) 
即 pEg (名 )， 由 定义 1.2 得 
deg(g, 90,9)=deg(f, 2,p)=0 

这 就 已 经 证 明了 当 f-'(p) = 名 时 ,定理 的 结论 为 真 . 

下 面 设 广 (Pp) 半 儿 ， 由 定理 1:1 知 ， 此 时 f-'(p) 是 有 限 集 ， 
设 为 

f° 1(p) = {41, ga ax}. 

机 于 证 明 较 长 , 下 面 分 三 步 完成 之 ，、， 

(一 ) 首先 证 时 存在 如 此 的 正 数 ” 和 8， 使 得 对 一 切 满 足 
1g 一 <6' 的 9ECLG5)， 都 有 PE9(99) 并 且 {B,=B(air')} 丙 
两 不 交 , Bi 们 zo 二 名 和 g-1(p) 站 Bs 是 单 点 集 (i 二 1,2,…, 

因 2 是 闲 集 , 城 可 取 ro>0, 使 得 巨 (oi, ro) 两 两 不 交 且 与 20 
UZy 不 交 ， 记 


c= min |Jy(ai)|, 
1<ick 


显然 6>0， 由 J 的 连续 性 , 可 取 ri<r， 使 得 当 zcB(rn) = [ 


B(ai, 71) 时 , |J;(2) |>3。- 依 f,9EC1( 召 ) 以 及 | 上 与 Jacobi 行 
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列 式 的 定义 ， 存 在 岛 >0; 使 得 当 9 一 个 1 < 时 ,15(2) 一 J (2) | 
(Eg) 从 而 ， 17yo(a) | 之 计 c(2EB(71)), 这 说 角 Blas, ?1) 
N20 二 B01=1,2,…,6)， 因 了 (090) 是 紧 集 , PEf(9Q)， 歼 可 设 
plp,f (00)) =2e0>0. 令 61=min{60, eo), 则 当 1g 一 站 ,<61 且 xE 
309 | 时 ,有 

1p—g(z) | 宕 1p 一 f(z) | 一 f(D 一 9 (2) 1 之 2eo 一 61>0 即 pE 
$902). 

综 上 所 述 , 存在 正 数 71, 61, 使 得 当 19 一 及 ,< 人 时 ， 2?E9(30) 
且 妃 (ar) 站 = 世人 一 全 2 

下 面 利 用 压缩 映 象 原理 来 证 明 ， 存 在 正 数 7 和 654,74 过 71、 
6 < 使 得 9-1(p) 人 天 (aiy 7 i) 是 单 点 集 . 

对 任何 固定 的 ;1 和 及, 为 方便 起 见 ， 记 6 一 ao 5 一 4 二 加 
h=f(0) —g(a), TZ) =9(2+0 9 (0) —y (a)z. 于 是 ， 为 证 盟 
9 "(7?) 门 B(a,7y) 是 单 点 集 , 只 需 证 方程 | 

g' (a)z--T(8) =% (1.6)》 
在 B(0,7;) 内 有 唯一 解 ， 由 g(x) = (9i(z)，9gs(2)。…9gn(2)) 得 ， 
0+ 二 一 的 罗 一 可 (2 一 9D sat+ 由 十 共 一 的 的， 


式 中 94 是 9 对 zy 的 偏 导数 ， 由 此 得 出 
OTD) = Dy) 和 [Cos(a+6z 二 G 一 人 
1=1 
一 gas(o) Ja0 (1:7) 
因为 当 zEB(r) 时 ，[ 加 (61 关子， 故 久 (的 是 可 道 线性 算 子 ， 令 
F= [9 (oO]-5 则 1Pl=sup [IF(z)1>0, 这 样 方程 (1.6) 变 为 
了 (7 一 全 (2) ) =2, (18 
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记 玉 (2) = 二 V(4 一 T(z)), 由 (1.8)， 只 需 证 朋 算 子 到 在 BC,7) 内 
有 唯一 不 动 点 . 1 

取 e,0<e<(3n]IV]D)-'” 据 fE0'(B)， 存 在 7,0<r<r 使 
得 当 |z|<r 时 ， 

lfuy(at0zt+ (1—O —fy() |<e (i,j=1,2,., 

- 049) 

取 正 数 5<mintur(3IzD-5 C6nlVD -343， 则 对 9ECL5)， 当 
1g 一 儿 开 0, 和 121 入” 1y1<r 时 ,由 (1.7), 由 (1.9) 两 式 有 


|(T(2)—7T(9)) 一 lz 一 让 S154e+6) 
由 : t=1 
=n(20-+e) lz—y|. 
由 此 得 
i za 二 7(9) <n28+e) zy 
由 入 的 定义 义 得 . 
WO WW | <alv1 8+ ag <2 1 y| (1:10) 
IW aly 1(25+er+TPI<r (1.11) 
上 列 两 式 悦 明 瑟 是 闭 球 万 (9, r) 上 的 压缩 自 喘 射 ， 由 压缩 里 象 原 
理 , 故 在 8(0,r) 上 有 了 唯一 不 动 点 ， 但 由 (1:11) 式 , 不 动 点 z 不 能 
位 于 球面 上 ， 因 此 , 我 们 已 经 证 明了 了 镀 在 B(9, x) 内 有 唯一 不 动 
点 ， 即 9 (2) NB(a, 7) 是 单 点 集 . 

对 每 个 BCas 7?) 都 做 同样 处 理 ， 并 取 6'<0, y < 则 对 一 切 
满足 1g 一 fl <6' 的 gE01( 如 )， 都 有 pE9(3Q)，{B Ca,7')} 两 两 
不 交 ,B(q,7) z= 名 且 9g-1(P) 站 Blai,?') 是 单 点 集 (i 二 1,2,…， 
£). 

(二 ) 其 次 ,对 第 一 步 所 找到 的 7',6', 我 们 来 证 明 8 可 缩小 到 
某 6 使 当 |9 一 由 ;<6, 时, PpEg (zo). 
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£ 
记 7r2=7', 并 令 BCr) = 和 Pla,r) 和 RF=BNB(r)， 出 ?= 
t= 


fla; 移 PEf (Bai,72)). 因 而 9=P(p,f 了 (7))>>0. 取 正 数 6,<<min 
1 冯 中 , 当 lg 一 用 一 6: 时 ,就 有 


|g(z) 一 2 > 了 (zEF) 


由 此 知 g-1(p) CB(r), 即 jEg (zo). 
(三 ) 最 后 , 对 9EC1LG)， 当 19 一 用 :<6 时 ， 有 2E9(30) U 
g (20). 因而 


deg(g, Q,P)= DD) Jo(z) = senyroo 


xEg"1(p) 
=deg(f, 2,7) 
证 毕 

为 了 本 章 的 需要 , 在 此 我 们 给 出 拓扑 学 中 的 一 些 概 念 和 结果 。 

定义 1 3 设 了 是 拓扑 空 间 ，zEX, ACX. 包含 点 2 的 XX 中 
所 有 连通 子 集 的 并 集 ， 称 为 z 的 连 道 分支， 集 4 的 每 一 点 在 4 
的 连通 分 支 都 称 为 4 的 连通 分 支 . 

从 定义 看 出 , 连通 分 支 仍 是 连通 集 ， 按 集合 包含 关系 , 点 + 的 
连通 分 支 是 包含 z 的 极 大 连通 集 ， 设 c(z) 是 zx 的 连通 分 支 , 则 对 
任何 yEc(x), 有 c(y) =c(z)， 当 yEc(z) 时 ,ce(z) Me() = 人 

定义 1.4 设 X 是 拓扑 空间 , 4CX， 车 对 任何 x,yE4， 存 在 
一 个 连续 映射 7: [0,1]-> 久 ,使 得 7(0)=z，7(1)=y 且 7([0,1]) 
CA( 此 时 7? 称 为 4 中 连结 ?与 9 两 点 的 一 条 道路 )， 则 称 4 是 道 

道路 连通 集 必 为 连通 集 ， 一 般 来 说 , 反 过 来 不 真 ， 但 RB" 中 的 
开 集 是 连通 的 当 且 仅 当 它 是 道路 连通 的 . 

定义 1.5 设 开 了 是 拓扑 空间 , 帮 9 是 从 瑟 到 了 工 的 连续 映射 . 
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H:¥ x[50,1]~>Y 

使 玉 (z,0) =f(z) 如 (zy TD 一 9(z)， 则 称 了 与 9 同 伦 , 吾 (2 4) 称 为 
了 与 9 之 间 的 一 个 同 伦 映 射 . 

以 后 常 说 h, 是 同 伦 ， 春 指 和 (2z) = 如 (2 贡 从 下 xx[0,1 到 区 
连续 . 

前 面 我 们 已 经 对 C 映射 定义 了 拓扑 度 , 但 我 们 的 目的 是 要 对 
一 般 的 C 映 射 定义 拓扑 度 , 因此, 后面 我 们 将 逐步 把 拓扑 度 的 定义 
推广 到 C (8) 上 去 ， 为 了 使 我 们 最 终 得 到 的 拓扑 度 有 价值 ， 或 者 
说 能 更 有 效 地 解决 实际 问题 ， 要 求 它 必须 还 具有 下 列 性 质 ， 


1” 区 域 可 加 性 设 8= U 45 9: 是 有 界 开 集 , 且 94 互 不 
相交 ,JEC(G)，pE7(32)， 则 有 
deg(f, 0,7) = Ddeedf, ou 人 


2" 对 了 的 连续 依赖 性 , 即 对 的 小 扰动 的 不 变性 . 
3” 同 伦 不 变性 ， 设 五 (z, 引 是 f 与 9 之 间 的 她 伦 喘 射 ， PE 
HH(909,1) (0<&t 二 1), 则 有 
. deg(f, 2,7) =deg(g, ,9). 
4” 可 解 性 ， 若 deg(f, 2,7) 声 0， 那么 方程 (4)=7 必 在 2 
内 有 和解. 
5° 标准 性 ， 对 便 同 映射 J, 有 
deg(7 2,7)=1, 37EN 


1.2 预备 知识 


前 面 已 经 指出 , 我 们 最 终 希 望 得 到 的 是 连续 映射 的 拓扑 度 , 完 
成 这 一 过 程 的 步骤 是 : 在 Ef (Zs) 的 限制 下 ， 定 义 0' 映射 的 拓 提 
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供 , 这 在 前 面 已 经 完成 通过 0? 映射 逼近 0' 上 映射， 去掉 定 义 1.2 
中 关于 pEf(Z2;) 的 限制 ;再 通过 01 映射 晕 近 连续 映射 ， 最 终 得 到 
连续 映射 的 拓扑 底 ， 应 该 注意 的 是 ,在 这 一 系列 推广 过 程 中 , 我们 
始终 要 求 PEf (9Q), 这 是 十 分 重要 的 为 此 ,我 们 需要 下 列 预备 知 
识 . 不 失 一 般 性 ,在 定理 1.4 中 ,假定 B" 是 % 维 欧 氏 空间 

定理 1.4(Sard, A.,1942) 设 fE0C1(8)， 则 f(2y) 在 的 
Lebesgue 测度 为 零 . 

证 明 按 C 映射 的 定义 ,存在 f 的 扩张 了 ,其 定义 域 儿 (DD 
如 ,f= (fi,…,f,) 在 纪 ( 站 上 连续 可 微 ， 但 有 界 开 集 名 (站 可 表 成 
可 数 个 闭 立 方 体 之 并 集 ， 由 测度 的 完全 可 加 性 ， 只 需 证 明 /Cn 
纪 ) 在 R" 中 的 Lebesgue 测度 为 零 , 其 中 口 是 含 在 纠 ( 及 内 的 闭 立 
方 体 ， 记 C 的 边 长 为 I、 令 


| 2) dv) 间 (112) 


i411 

对 任 给 的 20， 由 于 函数 fi 对 zj 的 偏 导数 fij 在 闭 立方 体 C 上 
一 致 连续 ， 故 存在 o>0, 使 得 当 X,YyEC, lz—yl<6 时 ， 有 

和， (f(z) — f(D j= (1.13) 

1,f=1 Ee 

其 中 |" 是 欧 氏 距离 . 选 自然 数 入 , 使 得 dW-!1<8, 把 C 分 成 N" 
个 相等 的 小 立方 体 ,每 个 边 长 为 N-!'1 假设 小 立方 体 开 包含 了 的 
临界 点 zo 则 存在 正 交 变换 了 : R">R", 使 得 复合 映射 9 二 Tof,g= 
《gb 9G2，…， 9 Bradg, (20) =0. 对 每 一 Xx€EK, 由 Taylor 公式 有 


gi(7) — gs (zo) = Dgwy(é) (zy— 19) (t=1, ,1) (1:14) 


其 中 和 位 于 z 与 zo 的 连 线 上 ， 由 (1:12) 和 (1.14) 及 正 交 变 换 不 
变 欧 氏 距离 , 有 


lg- 一 on1<aN- G=TDoaD (4.15) 
再 由 (1.13), (1.14) 和 gradg,(zo) =0 及 正 交 变换 不 变 欧 氏 距离 ， 
得 

1 一 gz [<endN-1 -0.16) 

因 Lebesgue 外 测度 经 正 交 变 换 不 变 ， 及 (1.15), (1.16)， 有 外 测 

度 mr 了 (KD) 之 eM" 一 2mmm27nN- 从 而 msj(On2) 过 em”!2nn- 
1” 因 为 古 任 意 的 , 故 mf(CnZD =0. 

证 毕 

引 理 1.1 设 fE0*(B)，4is(z) 为 J(z) hs 的 代数 余子 
式 , 则 有 Hadamard 恒等式 


> 4- 0 (i=1,2,.,0) 
证 明 不 失 一 般 性 ， 我 们 仅 就 1 二 1 时 证 明 ， 其 它 情 形 以 此 


令 9fs...... 9fe 9f .....9fs 


Ax “了 下， OXj+1 Arn : 
D,;= be -eosees eones =(—1)1+iAy 
9fs....., 9fn Bfs ......2fs 
. or OXj-1 OTj+1 orn 
在 六 中 副 去 一 列 生 , 陀 …, 吕 ) ,增加 第 一 列 为 (过失 


Ea 22f, 
Et 区 ,如 此 得 到 的 行列 式 记 作 已。 则 


‘of, af 3f 9fs 39f 3f ,.,,,.9f: | 


Igx joxe gxX1 rj-! Yj+t! Dox-1 Yet 9zn 
Bjs= os 
Of, 9fs...... Of» ofa ...... 9jf。 9fs ......9fn 


9XjIXE XI OXj-1 Ettl OLp-1 Vg+l Ozn 


。 TO00。 


出 行列 式 的 微分 法 得 
RD DD Ba DD Ba 


Ek<j k>j 


= D(C—1)"'sgn(j—t) Bn 
pe 


因 4yy= (一 DY'D;, 政 


5 4 $1 De 入 


j=1° j=1 


= DD) DIC—D*-'sgn(j—b)E,, 
j=1 k=1 


= D) (—Ditsgn(j—h) Bys 


j,k=1 


移 为 =iy, 而 sgn(j 一 四 二 一 Sgn(% 一 让 ,于 是 
ht 
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:这 只 能 


2 j=0 
证 毕 
下 面 我 们 用 C(X, R") 表示 从 下 到 R" 的 连续 可 微 函数 的 向 
量 空间 ,C3 (X, R") 表示 01(X, BR") 中 其 支 集 是 紧 集 的 函数 的 全 
体 ， 一 般 地 取 环 =" 或 人 = 如 ,显然 , 01(9,R') =0'(9). 
引 理 1.2 设 fE0?(8),vEC3 CR" BR") 且 suppv 与 1(39) 不 
交 ， 则 存在 wuEC3 (9) ,使 得 
: (diva) (2) =Js(2) (divy) (f (¥)) 
证 明 设 4# 是 J(z) 中 fx 的 代数 余子 式 ,定义 
“101. 


Ui(2) = Div(f 2)) iA?) 
j=1 
显然 ,二 (U1, Wz; … un) ECE (已 )， 


(diva)(z) = > vr (Cf Cx)) frils) Asi lr) 


i,J, k=1 


十 > vj(f (72)) Ayi,i (1) 


3 了 一 1 


根据 Laplace 展开 定理 ， 


> vr(f C1)) frilr) Ays (x) 


jj, b=1 


一 > vr(f (2)) frilr) An(s) 
j,k=1 


i=1 


二 S31 GEV sk (f (2)) TsC2) 
jk=1 . 


=Jy(x) 263(f (7)) 
#1 


=J/(2) (divy) (f (2)) 
由 Hadamard 恒等式， 


名 


1oi(f(z))4oor(z) 


1 


n Li 
= Sv, (f(z)) dss (2) 
1=1 i=1 


= Ef) DAn(s) =0 
j=1 t=1 
证 毕 
引 理 1,3 设 feE03 (8, RR'),K=suppf， 若 存在 5ER"， 使 得 
A= 二 十 时 | 有 ER,0 和 0<-1) CO 
* 02。 


则 存在 vEC3 (5) ,使 

(divy) (z) =¥(2) — flz—») 

证 明 由 于 久 =suppf 忆 i; 歼 可 以 扩充 了 的 定义 固 , 在 A \ 们 
上 定义 f(z) =0, 这 样 的 了 在 R" 上 是 连续 的 ， 令 - 
F(z) = {fC—08)a0 
vz) = P(r) 
显然 vE01(B, RR"), 当 zE4= |【)】 (Kk +02) 时 ,f(z 一 02)=0, 于 
LE 


是 了 (z) = 二 0, 即 有 suppFC4, 当然 亦 有 suppvG8Bs 歼 vfE04 ( 弓 }、 
县 
= 号 昌 rG)= | 3 浊 je 一 的 可 
. = f a t : 
= 一 | 和 fte 一 的 乓 =fa) 一 六 se 一 二 
证 些 : 
下 理 1.4 设 fECi(5,BD, 天 =supp 记 r(e) 为 下 中 的 一 条 
连续 曲线 , 它 使 得 
. A= {E+r7(s) IFEK, OsE1} EN 
则 存在 vEC3 (5), 使 
(divo) (x)=f(z—r(0))—f (2—7(1)) 
证 明 对 s,tE[0, 1], 我们 说 8 与 1 等 价 ; 记 作 s4 是 指 
f(z—r(s))— f(z—r(t)) 
能 够 成 为 C3( 台 ) 中 茶杯 函数 的 散 度 ， 宕 易 着 出 “~” 是 一 处 等 价 
关系 ,于 是 它 把 [0, 菇 分 成 互 本 相交 的 等 价 类 ， 今 证 这 样 划分 的 等 
价 类 都 是 开 集 , 于 是 由 [0, 切 的 连通 性 ， 知 鳞 和 价 类 只 有 一 个 ， 因 此 


0~1, 引 理 便 得 证 ，, 
s 63 。 


取 定 sE[0,1], 设 天 。= 全 二 7(9) [EEK}, f(z) =f(z—7(8)), 
流 ( 直 二 7() 一 ?(8) (iE[0,1])， 因 下:C0 是 紧 集 ， 故 ==p(K， 
90)>0 由 h(t) 的 连续 性 及 4(s) 一 0 知 , 存 在 6>0, 使 当 | 一 3| 


”<6 时 ,有 4( 切 1<< 误 畏 于 是 


Ki= {4 0h() (FER 00 CD 
出 引 理 1.3, 存 在 E03 (如 ), 使 当 |t 一 s|<6 时 ， 
(divo) (z) =F(o) 一 疡 (z 一 5) 
=f(z—7(s)) —f(z—r(t)) 
从 南 6 所 在 的 竺 价 类 是 开 集 , 
证 毕 
定理 1.5( 同 胚 定理 ) 设 X、Y 管 是 实 Banach 空间 ,VV 是 
yoEY 的 邻 域 , G:F-> 和 连续 且 严 -可 微 , G'Cyo) 是 工 到 工 上 的 同 胚 ， 
则 存在 go 的 邻 域 KoCV, 使 Gir。 是 映 到 0g) 的 邻 域 CCF7o 
上 的 同 胜 , 
“证 明 令 F(x,y)=G(y)—z, 因 G(yo) = = Tos 故 F(zo, y0) 一 0 
地 是 册 隐 国 数 举 在 定理 (第 一 章 定理 5.2)， 存 在 Bx Czo 7) CX, 
-Br (go 6) CV 及 连续 映射 7: Bx (zo,7) >By (yo,6), 使 得 F(z, Tz) 
=0, 且 Tzo=go， 令 Vo 二 T(Bx(zo,7)), 则 
VoCBy(y0,6) CV 
向 GCTz) =z 可 知 ,T= (G1y,)~! 是 同 胚 ， 显 然 Gly, 把 后 映 到 ze 
二 G(y0) 的 邻 域 Q(V0) =Bx(zo,7) 上， 
证 毕 
注 特别 地 ,在 R* 中 , 若 0 是 有 界 开 集 , E01 (全 )，zoEQ 使 
-Jr(zo) 关 0 则 由 辐 胚 定理 ,存在 zo 的 一 个 邻 域 UCQ, 使 fls 是 从 
忆 到 go 一 jeo) 的 邻 域 .fj(D) 的 同 胚 ， 由 宗 理 1.5 的 证 明 看 出 ， 由 
于 Bx (zo,7) 是 连通 的 ,7T 连续， 则 Vo=T(Bx (zo;7)》 连 通 ， 因 而 
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定理 的 结论 可 改 述 为 , 存在 和 的 连通 邻 域 Pu， 使 Clr。 是 映 到 ze 
二 G(y0) 的 连通 邻 域 G(Vo) 上 的 同 胚 喘 射 ， 更 有 下 面 的 定理 . 
定理 1.6 设 QCR" 是 有 界 开 集 , fEC1(H)， 并 且 EF(2y) 
UJ(eD)， 则 对 71(p) 一 {zs … zn}， 存在 7 六 0 及 zi 的 邻 域 
U (z0), 使 VzD) CQ, D0 两 两 不 交 ， 在 Ut) 上 sgnJy(z) 取 常 
值 , 且 flocz 是 从 U(x) 到 B(p,7) 上 的 同 且 映 射 (i=1,…, m). 
证 明 因 Jr(o) 关 0， 由 定理 1.5 及 其 广 ， 必 存在 连通 邻 域 
Uo(zo) 使 fl wz 是 到 和 的 某 个 连通 邻 域 Pi(p) 的 同 胚 ， 必 要 时 ， 
把 Vo (zi) 适 当 缩小 ,可 使 06(z0) 门 Fo0z7 = (= 了 we i 大 
办, 因 fEC1(B),Jy(z) 夺 0, 歼 可 假定 Jy(z) 在 V0(z0) (< 去 mm) 
上 恒 不 为 零 ， 因 Jy(z) 连续 ，Uo (zs) 是 连通 令 域 , 故 Jj(z) 在 每 个 
Wo(zi) 上 保持 固定 符号 ,从 而 sgnJy(z) 在 Uo(z1) 上 取 常 值 (i ==1。、 


‘oy m). 
又 因 V= 门 V.(p) 仍 是 p 的 令 域 , 克 存 在 7 之 0, 使 得 BCp,7) 忆 
PS : 
UC(z)=f° (Bp,7)) NUolzs) (i=1,.,m) 
显然, 此 时 fo 是 从 UCz) 到 B(p, 7) 上 的 同 肚 卫 射 
证 毕 


1.3 临界 值 的 情形 : 
去 棒 定 义 1.2 中 限制 ?Ef(Zs) 的 方法 ， 关 键 在 于 将 deg(f 
9 了) 表示 成 积分 形式 ， 这 一 工作 是 由 Heinz 在 1959 年 作出 的 ， 
事实 上 , 可 以 找到 这 样 一 族 函 数 {p,} ,>oy 满足 
G) 对 任意 给 定 的 e>0，9,:R">B' 
(ii) K,=suppg. CB(0, e) Ch"; 
(iii) p.EC"(R", RYH| p(w =1l, 
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其 中 0”(B", RD 表示 BR" 上 无 穷 次 可 微分 函数 的 全 体 ， 我 们 称 这 
天 函数 9, 为 磨 光 函数 (Mollifier)， 
例 3 先 取 国 数 pe(z) :BR">B! 如 下 : y. 
cexp[—(1—1z|) 7], lz|<1 ‘ 
Pol®) = ,|z|>1 


- 苯 从 wo 出 发 造 p.(z) 如 下 
wp,(z) =e-"po() (Ye>0) 


容易 证 明 如 此 的 p,(z) 是 磨 光 函数 ， 应 该 指出 的 是 ，wo 中 的 是 
-待定 常数 , 它 只 与 所 取 的 空间 维 数 有 关 , 选取 的 e 应 满足 


| pol) dr=1 


定理 1.7 设 fe01(8),PEJ(38)Uf(Zs)，{9.} ,>o 是 一族 
笑 光 因数 , 则 存在 so 一 so(2, 万 ,使 得 


deg(f, 0,8) =| pf -DT 0<exe 


证 明 对 广 !(2p) = 儿 的 情形 , 结论 是 显然 的 ， 这 是 因为 当 se< 
(Pp; 加 )) 时 ,9p,(f (2) 一 p) =0. 设 广 !(2) = {qi, 42,…, 4}. 由 定 
理 1.6, 存 在 ?>0 及 a 的 邻 域 U(a1) COQ, Tas) 两 两 不 交 ， 便 得 
.了 (TI(oo0) = 二 BCp,7) 且 flv cv 是 UV(ai) 到 B(p,7) 上 的 同 胚 映射 。 
适当 地 选择 7 ,可 使 U0(as) 与 39 不 交 且 在 U(at) 上 ，sgnJy (z) = 
BgnJs(0) (1<i< 有 , 令 F(a) =U (qi) Nf-1(B(p,7)), 于 是 ,存在 


0>0, 使得 在 全 VGat) 上 ，|f(z) 一 p1>a (否则 ， 可 找到 z€ 
:全 \ VG),f(z,)->p， 因 为 器 \ [JV(at) 是 有 界 闭 集 ， 故 存在 
1=1 t=1 


EN\ VaD)， f(z) =p， 由 pf(99) 知 soEQ， 从 而 x 好 为 
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某 m。 这 与 zoE 全 (ap) 相 矛盾 ) ， 因 为 当 es>a 时 ,有 


| p. 60)—DT Da = EsgnTs (a) 


| ,Pf 2) —p) 17 42) | 


出 重 积分 变量 代 换 法 则 , 并 注意 到 Jy(z) =J_， (2)， 于 是 有 
| Lo 2.(f(z) 一 2 [Js(2) (=| pW dy 一 1 
其 中 KK, 二 suppp,， 最 后 得 


| pf Ps ds = DsgnTs es) 
i=1 四 


=deg{(f, 0,7) YB e<minfa, +} 
证 毕 
定理 1.7 把 按 有 限 求 和 式 定义 的 拓扑 度 表 成 了 积分 形式 , 这 
料 ， 使 拓扑 度 的 计算 成 为 可 能 ， 从 定理 1.7 的 证 明 中 看 出 ，g, 有 
很 大 选择 余地 ， 
下 面 我 们 考察 了 的 改变 对 拓扑 度 的 影响 . 
定理 1.8 设 fEC (8),p1,ps 位 于 BR"\f(90) 的 同一 连通 分 
支 中 ,是 p1,p2Sf(z7), 则 必 有 
deg(f, ,71) =deg(f, 0, 2) 
证 明 (i) 首先 来 证 明 当 fc (5) 时 ,定理 成 立 . 因 Re (20) 
是 开 集 , 故 它 的 连通 分 支 是 道路 连通 的 ， 设 C 是 包含 pu ?4 的 连通 
分 支 , 则 存在 -条 道路 "(s) ,7(0) = 有 ,7(1)=82 和 {r(3)10 委 s 委 
1TCcCRANTfCOD). 
因 {>(s)10 和 ss 和 1) 是 紧 集 , 故 存在 st>>0， 使 得 它 的 e1- 邻 域 
U={yER"|p(r(s), <8, sELO, 1,1} EB NF (9N) 
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显然 ， 是 有 界 开 集 . 另 一 方面 ， 由 定理 1.7， 可 取 eal 及 Pr 
使 得 
deg(f,0,7) =| pf POT (rd (i=1,2) 


因为 玉 。={fz-Hr(s)|sSsuppp,，0 委 s 委 1]C77， 故 由 引 理 ' 
1.4, 存在 vEC (D), 使 得 
(divo) (z) =9, (+—p1) —P.,(2— pa) (1°17} 
因 suppvCUCAR"MA(G60Q), 故 suapp% 与 1(2Q) 不 交 ， 此 外 ,将 2 可 
”扩张 成 E03 (BR, RB")， 由 引 青 1.2, 存在 EC (全 ), 使 得 
(divu) (z) =J (7) (divo) (f(z)) (1.18)， 
从 而 由 (1.17), (1.18) 两 式 得 


deg(f, 9, p) =| plf C2) —p) TD ds 


=| p20) -ps ar | Cdive) f(s) Tn) ar 


=deg(f, 9, 8.) + | (dive) (2) a 
出 suppuCQ 及 Gauss 公式 得 
| (divo (1) dz =0 
这 样 ,就 证 明了 对 fEC*( 如 ) 定 理 成 立 . 
(ii) 车 feC1(g), 则 存在 {fa} CCC)， fa 在 C1( 而 ) 内 收敛 
于 开设 7(s) 如 上 ， 则 6=p(r,fE9))>0， 其 中 7 表示 7([0， 


1]) ,当头 充 分 大 时 ,可 使 1f。 一 天 <3 6, 对 xc39 及 0<S<1, 有 
[fa(9) 一 (se)|>>1f(GD) 一 ?Cs)1 一 |f() 一 各 (1 > 二 8 


这 说 明 (r, fa(99)) 之 六 5 千 是 ， 当 名 充分 大 时 ，p1, Ps 也 位 于 
Rm"\fn(29) 的 同一 连通 分 支 上 ， 由 定理 1.3, 当 充分 大 时 有 


* IC8* 


deg(f, 0, 21) =deg(f 0, 91) =deg(fn, 0, p2) 
=deg(f,02, 92) | 
证 毕 
细心 的 读者 还 会 发 现在 定理 1.8 的 证 明 中 还 遗留 着 这 样 一 个 
“ 镍 题 , 那 就 是 : (ii) 中 所 说 的 逼近 函数 列 是 否 存在 ? 回答 是 肯定 的 。 
通常 我 们 采用 如 下 方法 来 构造 逼近 函数 ， 仅 以 一 维 空间 为 例 ， 游 
虑 参 变量 积分 


ho) = to [ft 


容易 验证 当 fEC1( 可 ) 时 , fnE0*( 如 ), 且 当 h->0 时 ,下 一致 收 伊 干 
子 ， 这 种 逼近 函数 称 为 Stekloff 函数 ， 这 种 构 遗 方法 很 容 灸 推广 
到 # 维 空间 上 去 ， 此 外 ， 也 可 参看 书 末 参 考 文献 [9] 的 第 三 章 引 
理 1.5. 

定义 1.6 设 fe0!1 (9),pEf(99), 任 取 9ef(2j) 满 足 |q 一 2p| 
三 p(p; 了 90)), 规定 

deg(f, ,2) =deg(f, 0; 9 

显然 , 当 7Ef(Zy) 时 ,deg(f, 人 2,2) 与 以 前 的 定义 是 一 致 的 . 我 
们 自然 会 想到 有 关 定 义 合理 性 的 另外 两 个 问题 ; 

1°” 定义 中 所 要 求 的 4 是否 存在 ? 

2” 者 在 在 这 料 的 但 不 叭 一时，deg(f, 只是 机 与 ?的 和 
择 无 关 ? 

事实 上 , Sard 定理 保证 了 定义 1 6 中 的 g 是 存在 的 ; 而 定理 
1.8 保 证 了 deg(f, 人 ,2) 与 4 的 取 法 无 关 ， 可 见 定义 是 合理 的 . 

定义 1.7 设 f,gE01(8B),H:8B x [0，, 1] 一 R"， 使 得 H(z, 0) 
=f, H(z,1) =9; ViE(0, 1], H(z, 1)EC'(B), 且 当 s->t 时 ， 
也 <(zZ) 一 和 2) 有 一 0 其 中 hh(z) = 恕 (z, 引 , 称 如 此 的 五 (或 有 为 
了 与 9 之 间 的 0! 同 伦 ， 
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定理 1.9 设 fEC!( 全 ), 则 

(i) deg(f, 9, 人 在 ReNf(89) 的 任 一 连通 分 支 上 取 常 引 ; 

(ii) 对 pEf(398), 存 在 e=e(p, 了 有 >>0, 当 | 一 中 <e 时 ， 有 

deg(f, 3,p) =deg(y, OD, p) 

(iii) 设 入 (xz, 四 是 与 9 之 阐 的 C0! 同 伦 , 而 EH (00, 4) 

《0<i<3)》 则 
deg(f, (3,7) =deg(g, 1, 7) 

证 明 (4) 设 忆 是 如 "一 GO) 的 一 个 连通 劳 支 ，p psE0, 取 
2E8(27) 满 足 19 一 和 <o(pof(39))G=152), 此 时 ,显然 g， 和 . 
2 都 在 CO 中， 于 是 

deg(f, 0,7) =deg(f, 0,9:) =deg(f, 0, q;) 
=deg(f, 2, 92) 
(ii) 投 F=p(lp,f(90))， 由 Sard 定理 ， 存 在， 使 得 19 一 - 


?|< 二 1,9Ef(2/); 再 由 定理 1.3, 存 在 e< 滨 渐 重 当 李 ~~ 刻 之 


时 ,9E9(Zo) Ug(a9); 朋 
站 
因 当 xzE90 时 ,有 


1 一 9(1>12 一 Fa 一 fo 一 (1 > 了 9 


于 是 pgEy(39)， 且 位 于 R"\g(39) 的 同一 连通 分 支 上 ， 从 南 岂 
(得 
deg(f, 0,7) =deg(f, 1,9) =deglg, ,9) 
=dég(y, 0, 8) 
(iii) 由 已 知 灯 件 ，deg (h,, 8,p) 对 -- 切 teE[0,13 有 定义 ， 此 - 
外 , 据 定 义 1.7 及 (ii),deg(h,, 2, 中 在 [0,1] 上 连续 ， 和 但 这 是 个 整 
值 函数 , 帮 必 取 常 值 , 更 有 
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deg(f, ,7 deg(g, ,2) 
证 毕 


1.4 连续 映射 的 拓扑 度 

定义 1.8 设 fEc(5),2Ef(39), 任 取 C (5) 中 满足 1 一 9 
之 p(p, 了 (38)) 的 9, 规定 

deg(f, 3,7) = deg(g, 2, 7) 

连续 映射 的 拓扑 度 也 称 为 Brouwer 度 ， 下面 考虑 定义 的 合 
理性 . 

容易 看 出 ,定义 1.8 中 所 要 求 的 g 是 存在 的 , 例如 我 们 可 以 取 
相应 的 Stekloff 函数 9 来 通 近 fEC (BH), 下面 证 明 , deg《f, 9,7) 与 
9 的 取 法 无 关 ， 

事实 上 , 若 g;E01(8) 都 满足 9g: 一 用 <<4=p Gy，f(28)) (i= 
1,2), 考虑 C 同 伦 

hi(2) =t91(2) + (1—t)9(2) (zxES, tEEO, 1]) 
由 于 Bfl<iig fl + —t) gs— fy 
因此 , 当 xc32 时 ， 

1p—%, (2) 121p—f(2)1—|f (2) —h (2)|>0 (EL0, 1]) 
期 ?Eh,(99) (0 入: 委 D), 据 定理 1.9 之 (ii) 有 

deg(91, 2,2) =deg(go 919) 
干 是 deg(f, 0,7) 与 9 的 取 法 无 关 . 

注 车 ?Ef(99), 则 9E(f 一 p) (28)，、 按 定义 1'8， 可 取 gE 
01(89),4f 一 g1 二 pCp，f(9Q)), 使 得 deg(f; 29,7)=deg{g, ,7). 
显然 ,也 有 9 一 PEC1(B) 和 deg(f 一 p, 2,0) deg(g 一 p, 9,0). 又 
出 C 上 映射 拓扑 度 的 性 质 , deg(g, ,7) =deg(g 一 9, ,0), 所 以 我 
们 得 到 

deg(f, 12, 2) =dcg(f—p, 12,0) 
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定理 1.10 在 定义 1.8 中 ,可 找到 9ECI(5) ,使 PE9(2o)， 
证 明 设 9=p(pf(39)), 取 MECL()， 满 足 |7 一 可 < 了 9 
于 是 p(p, 81(39)) > 再 取 9EB", 使 19 一 下 < 9Ena(20)， 令 
y(z) -Co) 4 pg 
则 有 1 一 中 入 [1f 一 旭 -F12 一 和 4 一 7 
因为 9(z) =? 当 且 仅 当 8(z) =2 且 Jo(z) =Ja(z)， 帮 PEg(24). 
证 毕 
至 此 ， 我 们 在 特定 的 BR" 空间 对 一 般 的 连续 映射 定义 了 拓扑 
度 ， 现 在 ， 我 们 从 此 出 发 给 出 一 般 的 名 维 实 线性 赋 范 空间 中 连续 
映射 的 拓扑 度 . 
定义 1.9 设 了 是 % 维 实 线 性 赋 范 空间 , QCX 是 有 界 开 集 ， 
fEC( 恕 ), PEX\f(39)， 任 取 耻 的 一 个 基底 e1,…, eo， 这 样 ,中 


的 任何 ,可 唯一 表 成 = Jaies, 其 中 诸 a 是 实数 ， 作 了 映射 4: 


>B" 如 下 : 令 hz=9,9 一 (041，…,0y)ER"， 显 然 ,是 XX 与 Re 的 
线性 同 胚 (但 未 必 等 距 )， 于 是 , (8) 是 Rn 中 的 有 界 开 集 且 COD) 
=h( 召 )，h(39) =34(Q8)， 作 映射 万 =hfh-!， 则 是 RB 到 Ra 
中 的 映射 ,PEC GECO)) 且 h(p)ER"\F (2h(Q))， 规 定 
deg(f, Q,p) =deg(F,hQ) ,BPY (1.19) 

定义 1.9 合理 性 的 证 明 ; 

只 要 我 们 证 明了 deg (7,h(0Q),h(p)) 不 依赖 于 基底 e1,…, es 
的 选择 , 也 就 证 明 (1.19) 式 是 合理 的 、 设 el …, e 是 的 另 一 共 
底 , 设 + 了 ie!， 这样， 就 得 到 两 个 映射 6 和 G， 是 与 BR" 
的 线性 同 须 ，hz =z,z=(PBi, ,Bn)ER",G -E/E-!: ECO)CR"-> 
RE"， 这 样 ,为 证 明 (1.19) 式 的 合理 性 , 只 需 证 明 
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deg(P, (CD) h(p)) =deg(G, 80) ECP)) (1.20) 


就 可 以 了 。 因 为 e@1,…, en 与 eb … ee 部 是 六 的 基底 ， 故 ej= 2 


t=1 


tjei (J 王 1 0) 记 A= (qs)), 则 det4 = |aty| 天 0. 由 


条 及 用 
z= >) “es= DI Pyarses)et 
4=1 i=1 “j=1 


得 Bi = Baey(j=1,…,m); 妈 z= 二 4y， 从 而 ，VzEX， 有 到 二 
4=1 


Zz 二 Ay 二 Ahz, 故 上 二 4Ah,h( 介 ) =Ah ()， 由 此 又 得 
G=Efh-!=Ahfh-1A-!=APA-! (1.21) 
下 面 的 证 明 分 两 步 ; 
(i) 设 fe01( 昌 )， 因 为 是 下 到 B" 上 的 线性 同 胚 ， 故 jiE 
C (ECI(X)， 从 而 也 有 FEO1(R")， 易 知 , 当 z 二 Ay 时 ,有 
FF(y) =h(p) >G(%) =E(p) (1.22) 
由 (1. 21) 式 , 链 锁 规则 和 线性 算 子 的 了- 导 算 子 仍 是 该 算 子 ,得 
Jo(z) =detAJr(A-'z)detdA-!=J p(y) (1.23) 
记 zz(h(9)) 和 zolk(D)) 分 别 是 了 在 (0) 上 和 GG 在 (0) 上 临 
界 点 的 金 体 ， 由 (1.22), (I.23) 两 式 得 
h(p) EF (sp) Shp EG(z0) (1.24) 
按 0! 映射 拓扑 度 的 定义 , 有 


~ deg(F,h(Q),hp))= DD) sgnJ(y) (1.25) 


¥er*l WC(p}) 


deg(G,k(Q), EP))= DD! sgnJo(z) (1°:26) 


26G-L (hk (2p)) 
最 后 由 (1.23)-(1.26) 式 知 , (1.20) 式 成 立 . 
对 有 Cp)ER (zp) 和 (Pp)EG(zo) 的 情形 , 由 (1.25), (1.26)， 定 
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理 1.7 及 定理 18 知 定义 1.6 适 用, 即 (1.20) 式 成 立 . 
(ii) 设 fEC(G)，pEf(38)， 这 样 ，FECG(5))， GE 
也 | 过 p(4Cp) ,Ph9))) 的 适当 的 了， 使 得 1G 一 G1 之 p(k(7)， 
G(9k(O)))， 其 中 G4 一 4714-1EC1CE(D) )， 按 定义 1.8, 有 
deg(F, h(O), hp)) =deg( Fi, h(Q), hp)), 
deg(G, (QO), BCP)) 一 deg(G ECQ), bP)). 
因为 对 ,Gi 已 经 证 明 (1.20) 式 成 立 ,因此 由 上 列 两 式 可 知 ， 
对 五 , G, (1.20) 式 也 成 立 ， 定 义 1.9 的 合理 性 证 完 . 


$2 有 限 维 空间 映射 拓扑 度 的 性 质 
2.1 于 与 的 改变 
定理 1.2 表明 把 恒 同 映射 考虑 作 C1 映射 时 ,标准 性 自立 ， 现 
壮 由 连续 映射 拓 补 度 的 定义 , 显然 标准 性 
deg(7 Q,7)=1 当 2EQ 
仍 成 立 ， 下 面 米 诗 论 当 禾 变 f 与 了 时 ,对 拓扑 度 的 影响 . 
定理 2.1 (Kronecker 存在 定理 ) 设 fEC(D),deg(f, 人,7) 
半 0, 则 存在 x0E9, 使 f(zx0) = 多. 
证 明 车 ?Ef(8) 取 ,gEC1(D), 使 [fg 过 p(y, f(D)), 于 
是 Eg ) ,由 拓扑 度 定 义 ,deg(9g， ,2) 二 0, 按 定义 1.8 则 有 
deg(f, 2,7)=0 
这 与 假设 邢 盾 ， 于 是 ，pEf( 台 )，、 但 因 deg(f, 介 ,7 了 ) 有 定义 ， 必然 
pSEf(99), 故 PEf (0). 
证 毕 
定理 2.2 (i) 设 f, g EGG),pEf(3D)，HF 一 中 <o(z> 
f(32)), 则 
*。 了 TI4。 


deg(g, ,7) =deg(f, 0, 7); 
(ii) ( 同 伦 不 变性 ) 设 是 同 伦 ,PEh,(30) (0<t<1), 则 deg: 
(h, ,7) 与 1E[0,1] 无 关 . 
钙 硼 《i) 由 已 知 条 件 知 PEg(39), 故 deg(9, 刀 ,Pp) 有 意义 。 
种 hEC1(42), 使 
人 一 中 二 1 一 及 天 o(2, (39)) 
由 定义 1.8 得 


deg(f, 0,7)=deg(h, ,7) (2:1% 
因 d 
plp,f(90)) <p(p,9(90)) 二 1f 一 外 
故 加 
Ia—g|<p(p,g (90)) 
再 由 定义 1.8 得 


deg(h, Q,p)=deg(g, ,7) . (2.2) 
结合 (2.1)、(2.2) 两 式 便 得 到 结论 . 
(ii) 由 假定 ,对 所 有 的 ie[0, 1],deg(h,, 2,7) 都 有 意义 ， 根 ; 
据 (i), deg (4:, 222 对 上 连续 , 取 整 值 , 故 只 能 取 常 值 . 
证 毕 . 
定理 2.3 设 feC(8), 则 deg(f,8,7) 在 R"\f(39) 的 连通 . 
分 支 上 取 常 值 . 
证 明 设 0 为 RM\f(90) 的 一 个 连通 分 支 , 71, P73E0，, 就 有 连 : 
接 p1; ps 的 道路 r(s),7([0,1)CC, 取 9EOLO )， 使 |f 一 g| 之 pr 
([0,1]),f(99)), 则 
deg(f, 9,7) =deg(g, 2, 7:) (1=1,2) {2.3) 
由 于 2 2 位 于 RN (98) 的 同一 连通 分 支 中 , 歼 
deg(g, Q3p) =deg(g, ,93) (2:4) 
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曲 (2.3)、(2.4) 两 式 得 
deg(f, 0,71) =deg(f, 1, p:) ， 
证 哩 
定理 2.4( 边 界 值 性 质 ) 设 户 9gEC(9)， 且 f(z) =8(2) (xzE 
309),7Ef(90), 则 
deg(f, 2,7)=deg(g, ,8) 
证 明 考虑 同 伦 
Bz)=tf2) + 19g) (EQ ,0<tS1) 
显然 5Eh(39) (0<t<<1), 由 同 伦 不 变性 有 
deg(f, 0,7) =deg(g, 1, 8) 
证 毕 
定理 2.5 (Poincare-BohD 设 f,gEC(9), 且 对 一 切 #5E90， 
也 不 在 连接 f(z) 与 9(z) 的 线段 上 , 则 
deg(f 2,7) =—deg(g, 2,7) 
证 明 与 定理 2.4 之 证 明 完 全 相同 . 
显然 ,定理 2.4 是 定理 2.5 的 特例 , 
推论 1 设 fEC(2),0E0， 
(i) 对 zxE939，z 与 f(z) 不 反 向 ( 即 原 点 不 在 z 与 f(x) 的 所 
这 线 假 上 ), 则 有 
deg(f, 0,0)=1 
(ii) 特别 有 如 下 的 锐角 原理 ; 


对 xE99, 在 欧 氏 空间 中 , z 与 f(z) 如 交 成 锐角 ， 即 (2,f(2)) 


之 0, 则 有 
deg (f, 2,0)=1 
证 明 (i) 在 定理 2.5 中 取 p=0,g(x) =z, 则 有 
deg(f, 2,0)=d:g(!, 1,0)=1 
(ii) 若 存 在 6&E(0,1) 及 zoS98, 使 
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hoze 十 (1 一 4o)f(zo) 一 0 
则 有 | 
Mo(zo zo) 十 (1 一 1o) (f (x0), £0) =0 
这 显然 与 假定 矛盾 , 故 对 任意 的 zxE392, 0 不 在 2 与 1(?) 的 所 连 线 - 
段 上 ,由 仆 便 得 结论 . 


定理 2.6 设 feE0 (0),pEf(99), 则 对 任何 9ER", 都 有 
deg(f, 1,7)=deg(f —q, 2,2—q) 

其 中 /一 9 表示 映射 + 一 > f(x) 一 g. 

证 明 按 定理 1.7 上 面 的 注解 ,deg(f, 9,p) =deg(f 一 p, > 

人 .因为 pEf(99), 所 以 9 一 ge (一 人) (89). 于 是 ， 

deg(f, 19,7)=deg(f—?, 9;9) 

=deg(f—p +(p—g), 992 一 人) 

=deg(f —4g, 1,2—9) 

站 证 毕 : 
更 一 般 地 , 有 和 
定理 2.7 设 h (0<tSl) 是 在 C(2) 内 的 同 伦 ,p: 是 中 

的 一 条 连通 道路 ，p,Eh, (39) (0<i<D), 则 deg(h,0,90) 与 && 

无 关 . 

证 明 ”考虑 同 伦 
h(x) 一 jz 一 DCzED0 去 1 去 1) 
由 定理 2.6 有 
deg(1 40) 一 deg( 0, 91) 
而 由 同 伦 不 变性 ,deg (to 2, 0) 与 1 无 关 , 故 deg(h, ,81) 亦 与 去 
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2.2 区 域 2 的 改变 
定理 2.8 设 fE0(9),pEf(99). 
(i) (区 域 可 加 性 ) 车 = 8;:，81 是 有 界 开 集 且 互 不 相 


交 , 则 


. deg(f, 0,7)= Ddeg(f, Qi,7); 


(ii) (切除 性 质 ) 若 玉 CC 是 闭 集 ,PEfCK), 则 
deg(f, ,7)=deg(f, ON\K, ?) 
证 明 (i) 先 证 对 每 个 i,38;C99. 显然 38; C5,C 吕 ,车 
有 3yE30AN39, 那 么 ! 必 在 某 个 9D, 之 中 , 于是, 存在 4 的 一 个 邻 域 
UCAQy 因 i 革 j, 故 U0,=$, 这 显然 与 3E39, 矛盾 ， 从 而 39， 


+ C90. 


到 gE01( 介 ), 使 PEg(Zo), 且 Nf 一 g 目 之 p (7, f(3Q))， 由 定理 
1.10 这 是 可 以 办 到 的 ， 因 301:C30， 帮 PEg(391)， 且 | 了 (x) 一 
gz) 1 之 p(p, 了 (3994)) (xEQ1), 于 是 

deg(f, Qi,7)=deg(g, Qi, 9) (i=1,.,M) 
扯 此 得 


deg(f, 0,7)=deg(g, ,9)= >) sgnyJy(z) 


rEég—1 (p) 


=2 2 senlls) 


Tc9g-1 (2p) Not 

= deg(9, Qi, p) 
i=1. 

= Ddeg(f, 2,;, 9) 
4 1 


(ii) 到 gEC1(9) 使 PEg(29), 且 |f 一 9 上 1 之 plp, fC29)). 因 
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五 紧 ， 故 p(p，f(K))>>0， 可取 9 ， 使 得 还 满足 1 /一 外 <o(?， 
fCK)), 于 是 2Eg(K), 且 


deg(f, ,7)—=deg(g, DP = > sgnJy(z) 


weg-!l (py 


= 2) sgnJg(z) =deg(g, Q\K,?) 


zeg-!l (pF) N (A\K) 
最 后 ,由 9 的 取 法 知 ,1f--9g| 二 po《2, 了 (3(Q\K)), 故 
deg(f, Q,7) = des(g, Q\K, 7) 
=deg(f, O\K, 7) 
”证 呀 
下 面 我 们 要 通过 4 切除 性 质 引出 方程 jz) 二 7 (Ef(909)) 的 
孤立 解 指数 的 概念 ， 当 =2 时 , 即 在 及 中 ， 这 个 指数 称 为 Poin- 
care 指数 ， 它 在 常 微分 方程 定性 理论 中 常常 用 到 ， 
。 设 feC(D),zo 称 为 方程 了 (x) = 的 孤立 解 是 指 : f(zo) =7， 
上 在 在 ze 的 一 个 邻 域 , 其 中 没有 异 于 zo 的 解 ， 
设 z 是 方程 f(z) =? 的 在 马上 的 孤立 解 , 与 Vo 是 zo 的 两 
个 孝 域 ， 方 程 在 B, 中 无 其 它 异 于 和 的 解 (i=1,2)， 那 么 是 否 有 
deg(f, Ui, p) =deg(f, U2, 7)RE? 
记 家 = {VIU 是 = To. 的 邻 城 ， VD 中 除 zo 外 ， 无 f(z) =2 的 另 
外 解 ) 则 Vi, ED, V1UUsEW， 国 3(U UU CCU) UYU CGV), 
故 pEf(EUD) Uf (EVD IESGON UU)), IF»,, deg(f, Ui, 7), deg 
人 f ,Va,7), deg(f,U1UUDU2,?) 演 有 意义 ， 
省 难 验 证 , “UV -UV 一 Ua—0), Us= (DiUD2) 一 
《V1 一 Us)， 据 团 除 性 质 有 - 
deg(f, Ui, 7) = deg(f, UUUV,, 7) 
1 deg'f, Us, p) 
可 见 ,deg( 户 D, 人 在 从 上 取 党 值 
e 3 9 


定义 2.1 设 ze 是 方程 f(z) =2 的 孤 立 解 ,定义 了 在 zo 处 对 


了 的 指数 为 
index(f, xo, 7) =deg(f,U, Pp) 


其 中 UE 人 UW， 特别 当 %n=2 时 , 称 为 Poincaré 指数 . 
下 列 结果 在 分 歧 理 论 中 是 很 有 用 的 . 
定理 2.9 (i) 设 fEC(0),pEf(30), 且 f-'(p) 有 限 , 则 有 如 
下 指数 公式 
deg(f, ,7) = >, index (f, a, ») 
(ii) 设 fEC1(0),aEf-1(p), 且 Jy(a) 闪 0, 则 
index (f, a, 9) = (—1)° 
其 中 5 为 所 (a) 的 负 本 征 值 的 数目 (m 重 本 征 值 按 m 个 本 征 值 计 )。 
证明 GD) 设 广 (={oo ab, 取 at 的 邻 域 W， 使 得 当 
is 时 ,及 , 门 允 ;= 加 于 是 
inidex (f, as, 2) =deg(f, N', ?) 


设 人 = 人 0\ U No 则 U Ni = OND, 由 切除 性 质 及 区 域 可 
加 性 有 
deg(f, 9, 7) =deg(f, ONO，,， 人 


一 deg(f, Ns, 2) 


上 
= Zindex(f, qi, ?). 
ti=1 


(ii》 由 假设 知 , 有 界线 性 算 子 f(a) 是 可 逆 的 ， 因而 a 为 方程 
f(z) =? 的 白 立 解 ,于 是 index(f,a,?) 有 意义 ， 
设 和 4,…,4s 是 f(a) 的 本 征 值 , 即 
det(f’ (a9) 一 41) = (4 一 人 (4 一 人 
4 20。 
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则 Jy(@) 王石 …2, 因 fr(9) 是 实 矩 阵 , 故 其 复 本 征 值 以 共 圈 对 形式 
出 现 , 因此 
sgnJs(o) = (~—1)", 
其 中 vb 是 负 本 征 值 的 数目 ， 最 后 , 设 ZE 儿 , 则 
index (f, a, 7) = deg(f,U, Pp) 
=sgndy(a) = (—1)" 
证 毕 


2.3 乘积 定理 与 简化 定理 

我 们 首先 给 出 表达 复合 映射 gef 的 拓扑 度 和 了 与 9 的 拓扑 度 
之 间 关 系 的 生 积 定理 . 设 fEO(9)， 开 是 R? 中 的 有 界 开 集 ， 则 
A= MM\f(99) 也 是 有 界 开 集 ， 由 于 人 的 每 个 连通 分 支 都 含有 有 理 
华 标 点 , 且 各 分 支 两 两 不 交 , 故人 至 多 有 可 列 个 连通 分 支 , 设 为 Aj 
(f=1,2,.*°). 

定理 2.10 (乘积 定理 ) 设 fEC( 可 ),f( 可 ) CM, MM 为 有 界 开 
集 ， 记 A= MNf(39)，A 的 连通 分 支 为 Ai (j==1,2,…)， 又 设 9 
<eC( 太 ),?E9gCf(39)) Ug(9M), 则 有 乘积 公式 


deg(g°f, Q,7)= Fdeg(g, Ms p)deg(f, QA) (2°5) 


其 中 规定 deg(f, ,Aj) =deg(f, 02,9), 由 拓扑 度 在 连通 分 支 上 的 
性 质 可 知 , 它 与 Aj 中 9 的 选择 无 关 ， 

证 明 因 pEg(f(99)), 故 对 yER=g-!(p)， 必 有 yEf(99)， 
于 是 y 必 属于 基 个 Aj, 这 天 明 紧 集 情 被 {Ay} 所 履 盖 ， 故 存在 有 限 
个 Ay 覆盖 了 有 RR. 由 Kronecker 存在 定理 ，(2.5) 式 右 端 是 有 限 和 , 

下 面 分 儿 个 步骤 来 证 明 (2.5) 式 成 立 ， 

(i 由 3AC9MUf(9Q)， 有 9(9A)Co(f(90))Ug(9M)， 
由 假设 知 , ?Eg (90A); 又 因 9A;C3A, 故 对 一 切 j ,deg(g, Ay, 2) 都 有 
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意义 . 
《ii) 设 W,= {yEM |deg(f, 0Q,9) = 有 ， 由 拓扑 度 性 质 知 ， 当 
y 作 微 小 变化 时 ,拓扑 度 不 变 , 故 多 ,是 开 集 ， 又 因为 
W,= U {A;|deg(f, 2, Ays) = K} (2.6) 
故 玉 可 由 有 限 个 刺 * 覆盖 , 于 是 
2)deg(9,App)deg( 态 人,A)) 
= >' deg(g,As,pdeg(f, DO,A)) 


和 {AjCWE. 


= Shsgg, Wao?) (2.7) 


Gii) 因 peg (00)), ME 与 1(20) 是 互 不 相交 的 紧 集 , 可 取 
fe0' (可 使 
fo) -fiI<o 39)) (2E0) (2.8) 
则 
， deg(f,0,y) =des(f, 09,9) (yeER) (2.9) 
设 包 ,= fyEMldeg(j， 2,9) =E}, + 亦 为 开 集 ， 由 于 { 著 中 ， 
{ 矿 ,)} 为 两 族 互 不 相交 的 开 集 , 获 当 ER 时， deg(f, 0,9) 与 deg(f, 
,4) 均 有 定义 ,因而 对 一 切 k 都 有 , 
RNaW,= 2, RNaW,= 
由 (2:9) 式 知 
RNW,= RNWe | 
从 而 , RN (WU 育 DE WN 由 切除 性 质 有 
deg(g, Wi, 7) =d glg, Ws Wi, ) 
=deg.g, Wh, 79 (2.10) 
(iv) 用 证 明定 理 1 10 的 同样 方法 ， 可 取 9E0C!1( 及 )， 使 
PE(9°) (27.7), 
19(2) —g9(2) <p(p, 9 (0M)U (go (920)) (xzENM) (2.11) 
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特别 有 pe (9。 访 (322)， 
因 387xCF32)U3M, 则 有 9(2 俏 DCgof(3a9) U8(3MD)， 从 
而 由 (2'11) 式 知 
[19C6)— gC)|<p(p, gCGW)) (ER). 
因此 pE9(9 弃 ), 二 
deg(g, W., 7) =deg(y, W,, p) (2.12、 
注 因 FO)CM, 故 p(f(5),3M)>0, 从 而 还 可 以 进 -- 步 
要 求 了 满足 
(fC2) —f()|<p( (0), eM) (rED) 
这 样 有 ，7(C9)CM, 因 而 go 与 9 在 如 上 有 定义 . 
(v) 现在 证 明 gof 与 96f 的 拓 护 度 相同 . 
令 
fx) 一 (1 一 四 rz) 二 tx) (zeEQ,0 和 去 i 二 1) 
考虑 同 伦 go 加， 由 (2.8) 式 知 ， 对 任何 Cs<i<D， 都 有 (By 
1(30)) >0, ?ego C00). 于 是 ， 据 同 伦 不 变性 得 
deg(gof, 2,p) =dig(gof ,0,9) (218) 
再 考虑 同 伦 i 
giof=((—é)g+t9)of (OCIED ,1 
易 证 Egof(30), 由 同 伦 不 变性 得 


deg(gof, QP =deg(9°f, 9,7) (2.14) 
综合 (2.13), (2.14) 两 式 得 ”i 
deg(g°f;, ,7)=d.g(9°f, 1,7) (2.18} 
(Yi) 联合 考 虚 (2.7), 《2.10), (2.12), (2.15) 式 , 若 能 证 明 . 
Spdeg(9, Wi, p) =deg(9°f, 1, p) (2.16》 
到 


便 完 成 了 定理 的 证 明 ， 下 证 (2.16) 式 成 立 . 
由 访 9 的 取 法 知 ,ECLC5)，9ECI( 到 )，2Ega7(222)， 且 
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PE9of(39) U9(aW:)， 为 简单 计 , 在 下 面 证 明 中 省 略 符 号 “个 *， 
由 链 锁 规 则 得 
deg(g°f, 2,7) 


时 


2) sgn[Jv(f(z))Jr(z)] 


x6f-1o9-1 (Pp) 


= 2 sgnJo(f(Cz))sgnJy(z) 


ZEf-1o9g -1 (P) 


= .5) se 人 >) ens) ) 


yeg-l1 (PD) rEf-l (yy 


= DD) sgnJ,(y)deg(f, Q,Y) 


yeg*! (PY 


=2) 2 tsgnJs(y) 


tt yeg!l (Pp) NWe 


一 > 2) snot) ) 


geg-! (Pp) NE 


= Edeg(g, We, p) 
简化 定理 反映 的 是 如 何 将 较 高 维 空间 的 拓扑 度 转 化 为 较 低 维 
空间 的 拓扑 度 ， 在 后 面 定义 Leray-Schauder 度 的 时 候 ，Brou- 


wer 度 的 简化 性 质 起 了 十 分 重要 的 作用 . : 
在 简化 定理 及 其 证 明 中 , 我 们 总 是 把 空间 Rm" 和 RR"(m<<?) 联 
系 起 来 , 即 视 Re 为 R" 的 子 空间 ;: 
‘Rh"= {z= (215°%, ER"|znn =2nis = = 1, = 0}, 


定理 2.11( 简 化 定理 ) 设 m<n，QCR" 为 有 界 开 集 ，fE 
OB, R™),S gz) =z+f(r) (rED), 记 DQ"= RE"N OQ,h=g|a"ns 
;车 5ER"Ng 《2Q), 则 
.deg(g, ,7)=deg(h, 2", 7) (2.17) 
证 明 若 42"== 儿 ， 则 必 有 2pEg9(8)， 否 则 , 车 有 zxoE 恕 ， 使 
9 (70) 二 2, 则 zo=p 一 了 (zo)EQm, 这 显然 与 20"= 名 的 假定 蔬 拓 ,于 
是 (2.17) 式 两 端 尼 为 零 , 定理 成 立 . 
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下 面 设 QJ， 显然 大名 ">R"， 因 3Q9"CR"NI9, 故 PE 
(98927) ,从 而 (2.17) 式 右 端 有 意义 ,容易 看 出 g- (9) = 和 0). 以 
下 分 两 步 证 明 . 

(i) 设 fEC'(9),pEh(Zs)， 此 时 

deg(9， 2， 2) 一 >) sghJ (2) 
YE9-1 (p) 


= 5D! sgnk (z) 
其 中 天 (2) 为 分 块 矩 阵 


人 On-m 
* 1 
的 行列 式 , 从 而 有 
deg(g, ,7)= DD, sgnj,(r) 


ZEh1 (Pp) 
=deg(h, 2", p). 
Gn 设 JE0(9). 取 EC'(8,R) (j=1,2,…, 和 )， 鞭 中 当 2 
> 和 时 , 访 =0, 且 使 得 = (了 ,了 ,…,j,)EC1(5) 满 足 
jz) 一 六 xz)1<p(p9(909)) (Eg) 
记 &z=z 十 jz) 当然 -9ECL(G), 且 
19(2)—g(7)|<p(p,9(00)) (ES) 《2“18) 
设 4 一 外 5 由 于 让 的 临界 值 集 的 和 m 维 Lebesgue 测度 为 零 ， 
因而 不 妨 设 其 除 满足 (2.18) 式 外 ， 还 满足 9Eh(2t)， 因 此 ， 日 全 
得 
deg(g, 3,7)=deg(9, 0,7)=deg(h, Q", p) 
一 deg (h, (2™, p) 
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$3 Brouwer 定理 与 Borsuk 定理 


前 面 两 节 , 我 们 用 纯 分 析 的 方法 建立 了 Brouwer 度 ， 本 节 我 
们 将 利用 度 理论 来 证 明 几 个 著名 的 不 动 点 定理 .这 些 定理 在 微分 
方程 的 研究 上 有 着 广泛 的 应 用 . 


3.1 Brouwer 不 动 点 定理 
定理 3.1 (Brouwer,L.E.J.) 设 
(i) 8CR" 为 有 红 开 集 , 且 如 同 胚 子 闭 单位 球 陵 
Gi) fEC(D), F893) CY, 
则 7 在 已 上 有 不 动 点 . 
证 明 设 h 古 如 到 B 的 同 胚 映射 显然 9=Aefo-' 是 上 
的 连续 自 上 映射 ， 车 乃 轧 使 g(9) = 多 册 2= 和 MD)EB, 使 f(z) 
二 x. 因此 只 需 证 g 在 上 有 不 动 点 . 
车 对 某 个 zeS3B, 使 9(zo) =zxo， 则 定理 成 立 . 下 面 设 g(7)A< 
xs (zE9 豚 ,考虑 同 伦 … | 
(ZJ 一 2 一 tg(C) ' (EB, 0Kt<1) - 
当 t=1 时 ,显然 9Eh(9B); 当 0<1<t 时 , 对 xE9B, 因 tg(z)E 
B, 所 以 h(z) 六 90, 于 是 90ERL(9BY》 (<4<D， 由 Brouwer 度 的 
同 伦 不 变性 及 标准 性 得 
Bor deg(h,, B,D=1 
村 避 归 HT 时 有 desdr 一 9 B,0) 三 1， 根 据 长 ronecker 存在 定 
理 ,存在 "SB 使 一 g(r)=0. " 
证 毕 
定理 3.2 设 天 CR" 为 有 界 闭 凸 集 , K°* 和 2, 则 存在 R* 到 R” 
上 的 同 胚 满足 h(K) 二 5, 其 中 万 为 闭 单位 球 . 
证 明 取 zoEK ,对 任何 xE8"(z 半 20), 线段 [zo,z] 或 其 延长 
ee 26。 


线 必 与 aK 相交 于 唯一 点 , 记 读 点 为 1(7), 定 义 
cz)- 2 一 20 
易 证 (K)=B, 且 为 R" 到 8" 上 的 同 肚 .其 实 思 也 为 到 有 上 的 
同 肥 , 
证 毕 : 
定理 3.3 设 QCE* 为 有 界 开 集 , fEC(89). 若 存在 WER, 
使 对 一 切 xE99 及 AT 都 有 , . 
[2) Wp (ey): (3:1) 
则 了 在 如 上 有 不 动 点 。 
。 注 (3.D 式 可 改写 为 
四 fkrt dW a>l) 
这 表明 fx) 不 在 由 Wz 掀 成 的 线段 的 x 点 以 外 的 延 撕 线 主 关 * 
证 明 下 妨 设 1 在 29 上 上 没有 不 动 点 ， 否则 定理 得 证 . 考虑 
同 伦 
BT)=2—W—t(f(2)—W) (ED,0<t<D) : 
容易 验证 9Eh,(230) (0<t<D)， 由 同 伦 不 变性 有 ， 
teC 0,0) dog (1 W,0,0) 
=deg(1, 9, W)=1 
这 里 用 到 了 定理 2.6， 由 Kronecker 存在 定理 , 存在 EE, 使 = 
f(8). 
证 毕 
推论 。 设 人 CER? 为 有 界 开 集 ,9E0， fE0 (9). 如 果 对 任何 & 
之 1,1(z)=4z 在 边界 32 上 无 解 , 则 f(z)=z 在 OQ 内 有 解 
”证 明 在 定理 3.3 中 到 WW=6. 
证 毕 
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3.2 奇 映 射 
定义 3.1 QCBR" 称 为 关于 原点 对 称 集 是 指 , 当 *E2 时 ， 有 
一 ZE 人 9. ”而 从 上 的 映射 了 称 为 奇 映 射 指 的 是 : 对 任何 zxE@， 都 有 
f(7)=—f(—2) 
为 了 得 到 本 段 的 主要 结果 ,首先 给 出 下 列 预备 引 理 , 
,5| 理 3.1(Tietze-Urysobhn 扩张 定理 ) 设 4 为 距离 空间 立 中 
的 周 集 ， 于 为 4 上 的 有 界 连续 实 阔 数 ， 则 存在 连续 函数 公 > 
满足 9|4==f, 且 有 
sup 9(72)= sup f( (9) 


inf g(7)= inf f (9) 
证 明 不 妨 设 inf7(D)- 1 和 sup f(y) - 2. 因为 不 然 的 话 ， 


和 玫 汐 wy 有 ,qa 乱 0; 用 上 映射 of (办 十 B 代替 (四 ， 作 映射 
a fez), EA 、 
be nn 
由 1<f (办 <2 及 点 到 集合 之 距离 p(x, 4) 的 定义 知 ， 1<0(7)<2. 
因此 , 只 需 证 明 g 在 整个 上 连续 就 可 以 了 . 
首先 设 ze 如. 由 关于 f 的 假设 ,9g 在 > 连续 . 其 次 , 设 zEXN4. 
此 时 ，p(z, 4) 志 0 且 p(x, 4) 是 zx 的 连续 函数 把 g 表 成 
9(z)= 讽 2)/p(lz,4)， 其 中 用 7)=inf(j(y)p (zy))， 为 证 g 在 
开 集 XX\4 上 连续 ,只 需 证 在 此 集 上 连续 ， 设 xEX\4,7=p(z， 
4. 当 plz;z) <e<r 时 ,有 p(x,)<p(z', 拉 +e (yE4). 因 
为 f(y) 过 2， 所 以 hz)<h(z')+2e， 类 似 地 ， 有 h(x') hz) 十 
2e, 即 有 连续. 
最 后 , 设 zxE34， 对 任 给 的 二 0, 取 7 汪 0, 使 得 当 yEANmB(z， 
时, |f (9) 一 f(z)|<e. 记 C=ANB(z,7), D=A\C， 作 设 x'E 
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XA 有 pr,2 )<<?/4， 则 对 每 一 9ED， 有 Pl2', 四 之 P(x, 芒 一 
p(zz 之 3714， 因 和 而， 

in{f(f (Pp, 9))>37/4 

ye 


此 外 ,从 f(z)p(z',2) 志 2p (x' ,XY) 和 rr/2, 得 
irf (f Cy) 2 (x ,9)) = inf (f (8) pb’, 9)) (3:2) 


但 是 , 已 经 证 明了 当 yEC 时 ，f(z) 一 e< f( 人 <AKz)+e 种 
infp(z',9) 二 p(xz',A)， 十 是 从 (3.2) 有 


(f(x)—e) pz’, A) Sinf (f(g)p (7, ESL) te) pz’, A) 


由 此 推出 , 当 z* EXN4 县 p(x,x’)<<7/4 时 ,有 |g(x) 一 f(z)| 才 e; 
男 一 方面 , 当 2'E4 且 plz,z)r/4 时 ，|g(z') 一 f(z)|=1f (2'y 
一 8z)| 委 *， 因 此 ,9 在 34 上 也 连续 . 
“证 毕 

Tietze- -Urysohn 扩张 定理 可 以 推广 到 f: 4>R" 的 情形 ， 后 
面 我 们 用 到 的 多 是 这 种 推广 形式 ， 

引 理 3.2 设 KCBh" 为 紧 集 ,EC!(K, BR") (m>n)， 则 f(KY 
在 Rn" 中 的 测度 为 等. 

证 明 因 了 在 紧 集 到 上 连续 , 故 函 数 


KZ 一 (GOD 
94z, 幼 一) [zr—yl ey 


f(z), z=Y 
在 紧 集 无 x 天 上 亦 连 续 , 从 而 有 界 ， 故 存在 4>>0， 使 对 任何 zy 
,都 有 
if(2)—f(y) | <Alz—y] (3.3) 
视 训 为 Rh" 的 线性 子 空间 RB?= {fzERmlzoe 一 … 一 zw 一 0}， 
则 下 Ch", 且 在 R” 中 的 测度 为 零 , 于 是 对 任意 给 定 的 e 之 0, 存在 
9? 29 。 


丁 一 及 (zp rp CR™ (k=1,2,., 5), 使 得 KC U BH . 
k=1 


E34 
DlmesBi< 
b=1 


由 (3.3) 式 知 ,对 任何 (1<h<s)， 
f (Br) COr= Bf (Zr), A7g) 


于 是 , f(K)C UCw 且 
b=1 


中 


Pmesc<e 


再 由 4 的 任意 性 知 (Kk) 在 BR* 中 国 测 订 为 才 。 
证 毕 
“… 引 理 3.3 设 KCAR", MCR" 皆 为 紧 集 ,KCM,f:K>R" 连 
续 (m 光 入; E: 了 在 尼 上 处 处 和 为 办， 则 了 避 扩 张 成 处 处 不 为 夫 的 
连续 映射 9: 和 MM 一 hE". 


“证 时 记 co=inf jf(z)}>0. 取 正 数 cto 由 于 Tietze- 
Urysohn 扩张 定理 ，f 可 以 扩张 成 R* 上 的 连续 函数 卢 (z)， 对 
fi(7) 取 f2EO! (M, BR"), 使 之 满足 

[f(z)—fa(z)1<$ (rEM) (8:4) 
据 引 理 3.2, fr(MM) 在 BR” 中 的 测度 为 零 , 从 而 可 取 7&R"， 满 足 |2| 
< 了 5 且 JEf(M). 令 

F(z)=f(7)—p (zEM) 
显然 FEO'CM,R"),0EF(M), 且 


[F(x)|> 1fa(z)|—1ol 
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> 一 和 2 一 地 | 
>3° (xEK) - (3 .5) 


{F(X)—fi(7)I<e (zxEM) 
作 人 连续 函数 5; R' 一 RR 如 下 : 


7(#) = 
2 < 了 
6 2 


因 6EPRCU) ,故人 (1P(z)1)>0(CzEM)， 令 


pz) 
GTS SA) 


由 @ 的 定义 知 ，19(z)| 之 瑟 o, 而 由 (8.5) 式 知 


G(X7)=F(x) (xEK) 
从 而 有 
IG(z)—f(z)|l<e (zsEK) 
再 由 Tietze -Urysohn 扩张 定理 , 存在 连续 映射 EC (B", BR") ,al 
—G—f, 昌 la(z)|<e (xER"). 邻 
g(7)=G(z)—a(r) (zEM) 
显然 g 是 了 的 扩张 , 且 
19(z)|>> 子 一 e>0 (zEM) 
证 毕 
引 理 3.4 设 CR" 是 关于 原点 对 称 的 有 界 开 集 ,9E 旨 ， 又 
设 f: 509 一 8 (ma>> 芒 为 连续 奇 映 射 , 且 处 处 不 为 零 ， 则 存在 f 的 
扩张 9: 如 二 R",g 为 连续 奇 映 射 且 处 处 不 为 零 . 
证 明 对 维 数 % 用 归纳 法 . 
当 % 二 1 时 ,存在 2 之 0 及 N>0, 售 QCf 一 N, 一 ej]Ufe,N]. 
“了 


令 帮 ==flsontwwils 据 引 理 3.3, 户 可 扩张 成 连续 映射 fz: [e, N]- 
有 Rn", 且 fs 处 处 不 为 零 ， 定义 小 号 一 BR 如下: 
fal(7), rE Le, NJ 
on)=) rEQN[—N,—e] 
则 9 为 连续 奇 映射 ,是 处 处 不 为 零 ,91,o = 
设 n< 时 定理 成 立 . 
当 w=h+1 时 , m>>k 十 1， 为 方便 计 ,我 们 把 BR* 视 为 R11! 的 
线性 子 空间 R*= {zER*+!|z;,1=0}. 
令 访 =flsonae5 则 由 归纳 法 假设 ,i 可 扩张 成 连续 奇 映射 f2: 
全 站 R*->R", fs 处 处 不 为 零 ， 定 义 
fa(z), zEBNB: 
f(z), ZEGD 
显然 fi: (Sn BO U2Q->R" 为 连续 奇 映射 ,是 处 处 不 为 零 ， 记 
REtl= {rERt!!|zi, 0} 
Q.=RI'iN A 
f=(8NAY) UUD, 
因 邓 为 紧 集 , 故 由 引 理 3.3, 记 可 以 扩张 成 连续 映射 J 全 RB: 
fi 处 处 不 为 零 ， 最 后 令 


f(z)=| 


(f(z), ZE 人 
ME 0 
则 9: 三 ->R*+! 为 连续 奇 映 射 ,处 处 不 为 从 ,是 有 91,o=f. 
证 毕 

定理 3.4 设 CR" 为 关于 原点 对 称 的 有 界 开 集 ,9E 如 ，f: 
320 ->R" 为 连续 奇 映 射 ， 且 处 处 不 为 零 ， 则 可 扩张 成 连续 奇 映 
射 9: ->R",g 在 如 门 R"-! 上 处 处 不 为 零 . 

证 明 记 

Rh"-!= {rER"|z, = 0} 
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R*= {rzER"I7, 0} 
令 f==flsonart， 由 引 理 3.4，fi 可 扩张 成 连续 奇 陕 射 fa: 2 
R" ->R", 了 处 处 不 为 零 ， 再 令 
flr), rEBNR"! 
f(z7), YE30 : 
显然 fo: (站 R" 1) U3Q->R" 为 连续 奇 映 射 ， 且 处 处 不 为 零 ， 由 
Tietze-Urysohn 扩张 定理 , fs 可 扩张 成 连续 映射 f: 号 站 (RU 
B+) U930->R"， 最 后 , 令 | 
falz), rE (RIUR?) Un 
15)= EC zEBNTSn (RN RY) U90Y 

所 然 9: 如 ->R" 是 连续 奇 映射 ,g1,o 二 了 且 g9 在 名 们 RR"! 于 处 处 不 
为 零 ， ， 全 证 毕 

定理 3.5 (Borsuk,K, ,1933) 设 QCR' 是 关于 康 点 对 称 的 
有 界 开 集 , 《EQ,f; QR 一 R" 连续 ,0Ef(30)， 且 对 一 切 xE39 都 有 


1 、 fz) _ 了 (一 z) + 
eT (3:0) 


则 deg(f, 人 2,9) 是 奇数 , 
注 (3.6) 式 的 几何 意义 是 ; f(z) 与 f( 一 ?) 不 在 同一 方向 上 ， 
显然 奇 映射 满足 条 件 (3.6), 因 而 该 定理 对 连续 奇 映射 成 立 ， 
证 明 分 成 下 列 几 个 步 又 : 
(不 妨 设 4 为 奇 映射 ,否则 考 氏 奇 映射 
9g(7)=f(7)—f(—z) (ED) 


(0)=) 


构造 同 伦 
h(E)=f7)—tf(—x) (ER, 0<tS1) 
容易 验证 ,9Eh,(39) (0<&t<1)， 由 同 伦 不 变性 知 
deg(g, Q,0) =deg(f, 1,0) 
从 而 为 证 明 本 定理 ,只 需 证 明定 理 对 奇 映射 成 立即 可 ， 
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(i) 取 闭 球 忆 = 五 (0,e) CO、 令 
_ (f(z), zxEa0 
Hz)= | 2 EU 
记名 ,=Q\D, f= 所 |,o,， 由 定理 3.4， 存 在 fo 的 扩张 f3: 旨 ! 玉 
E", fs 是 连续 奇瑞 射 , 且 在 号 :人 本- 上 处 处 不 为 零 ， 再 令 


fa(7), ZE 
f4(7)= 和 x, 2EU, 


显然 fi 连续 , 因 9Ef(20)， 且 当 xE982 时 ,有 
fx)= 7)= fx7)=f(7)=f(7) 
故 由 定理 外 4 知 1 
人 deg(fs, 10) =deg(f, 2,0) (3.7) 
(iii) 记 Qi= RN 因 当 xzEQ2NR TI1I 时 ， f(z) 夺 9 而 

各! 二 过 O17 , 必 切 除 性 质 鸡 区域 可 旋 性 有 
‘deg(Fi, Q10) = deg(fs, 121,0) Tdegtfs, or 的 (3.9) 
作 映 射 Az)= 一 2 则 | CR+) = R:, BR) = Rr, h(Q1) = 1,h(0) 
=0 有 hfsloih =fslot. 由 定义 9 有 nm :， 四 


eg(f0ng) =deg (fa, £21,0) 
于 是 (3、 为 i 
deg (fs, (21,0) =2deg (fa, 21,0) (3.9) 
(iv) 用 UV" 表 0 的 内 部 ,并 注意 到 人 \30=V°U(ON 四 , 则 由 
开 的 定义 ,切除 性 质 、 区 域 可 加 性 , 以 及 (3.7) 和 (3.9) 两 式 得 
deg(f, {2,0)=deg(fs, 0,0)=deg(fs, Q\eU, 0) 
=deg(fs, 21,0) + deg (fs,U°, 0) 
=deg(fs, 31,0) +1=2deg(fs, Q1,0) +1 
可 见 deg (f, 人 2,0) 为 奇数 . 
` 证 毕 
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定理 3.6 设 CQCR" 是 关于 原点 对 称 的 有 界 开 集 ，b50 fs 
30 一 PR 连续 ,mm < 则 存在 zxEa2, 使 
f(z)=f(—z) 
注 本 定理 是 通常 说 的 Borsak 定理 的 推广 ，1933 年 Borsuk 
是 在 奇 映射 情况 下 证 明 的 ， 车 定理 中 是 奇 映射 , 则 易 推出 , 存在 . 
4E2 另 ， 俩 f(z)= 0. 
证 明 视 R” 为 R" 的 线性 子 空间 R"= {2ER?|zmt1 二 "二 Yn 
一 小 ,定义 
9g(7)=f(7)—f(—zx) (zE30) 
显然 g 是 奇 映射 ,9 (38)CR*， 不 妨 设 9= {9b pg)， 又 设 妨 ， 
A 9 在 与 上 的 连 费 扩 张 ， 记 = 《21 “Ons Oy ony 
0 则 如 人 >R" 连续 , 且 在 29 上 是 奇 映射 ,倘若 4Ef(39)， 当然 
亦 有 deh(00), 于 是 对 任何 “Se4 ,都 有 


BT) h(—g) 
Tacz)| “TACTz)T 


由 定理 3.5, deg(h, Q,0) 半 0. 

取 .= (0,…;0,e)ERBNRn， 当 e 充 分 小 时 ，2 与 9 在 有"\ 
(00) 的 同一 连通 分 支 上 , 从 而 deg(h, Q,p,) 有 定义 , 且 

deg(, 12, 7.) 一 deg( ,0) 0 
因此 p.E4(8), 但 (9)CR", 这 显然 与 9.EBNR" 忒 盾 ， 于 是 我 
们 证 明了 Eg (20). 
证 毕 

推论 1(Borsuk-Ulam) 设 SrC at 是 2 维 球 面 十 … 十 

zi 一) 四 S">R" 连续 , 则 存在 EES", 使 1 (6)=f( 一 引 . 


推论 2 设 4 … dt 毕 为 闲 集 ， Ua= "(8" 同 推论 1， 


则 存在 4; 及 zoE5", 使 zo 与 一 zo 都 属于 4 (或 者 说 ， 存在 4,，, 4 
4 了 


包含 有 对 径 点 ). 
证 明 者 人 4 和 关节, 设 zeE Nn 4 则 存在 As (lj<n+ 
1), 使 一 xoE4j, 于 是 4y 含有 对 径 点 zo. 


. RR+1 . - 
下 面 设 门 41:=@. VzES", 仿 pi(7)=p(z,41) (i=1,*， 
t=1 


, +1 _ 
1 十 1), 显 然 ,Pp(7?) 二 了 ipi(7)>>0 (xE5")， 定义 


pi(7) pn(t) n 
f(r)- (PY HD) Geen 


由 天 6">8" 连续 ,根据 推论 1， 存在 mE 使 得 
810 


车 对 某 个 j(1<j<<t) 有 py(z0) = 0, 则 由 (3.10) 式 , 必 有 pi(zo) = 
Dj( 一 20) = 0 于 是 4 含有 对 径 点 zo; 否则 ， 由 (3.10) 式 知 , 士 zoE 


U Ays, 于 是 有 士 raS4err 


证 毕 
据 Borsuk 定理 ， 含 原点 的 关于 原点 对 称 的 有 界 开 集 上 的 连续 
奇 映射 , 必 有 不 动 点 ,. - 


§4 Brouwer 度 的 应 用 


Brouwer 度 理论 对 各 种 非 线性 数学 问题 的 定性 研究 是 有 效 的 
初等 拓扑 工具 ， 它 对 常 微分 方程 的 诸 问题 , 例如 边 值 问题 .周期 解 
问题 , 解 的 个 数 , 歧 点 理论 和 本 征 值 问题 以 及 化 学 反应 微分 方程 的 
平衡 点 等 问题 都 有 很 好 的 应 用 ， 
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4.1 开 映射 

下 面 我 们 讨论 关于 映射 为 开 上 映射 名 条 件 . 

设 和 ,了 是 Banach 空间 ,f: 也 -> 了 连续 , 一 对 一 , 且 为 满 射 . 我 
们 知道 ， 如 果 了 是 线性 的 ， 那 么 在 上 述 条 件 下 f 是 X 到 了 上 的 同 
胚 , 当然 也 是 开 了 映射 ， 但 是 非 线性 时 , 它 就 不 一 定 是 开 的 . 

例 1 设 R+={t10&t< 十 oo0},5 是 局 中 的 单位 轿 周 ,f:R* 
> 定义 为 ， ， 

f(t)= (eos bs, si ) Ny 

不 难 验证 f 是 连续 的 ; 一 对 一 的 且 是 满 射 .但 是 了 把 中 "中 的 开 集 
[0, 才 映 成 总 中 的 集 4= [Ceos2nw, sin2x4) 10<u< 二 ' 4 在 


中 不 是 开 的 , 故 f 不 是 开 上 映射 ， 

现在 我 们 用 拓扑 度 理论 ,在 有 限 维 空间 中 , 给 出 一 个 关于 非 线 
性 映射 是 开 上 映射 的 充分 条 件 . 

定理 4.1 设 DCR" 是 开 集 , f1 D>R" 连续 且 局 部 一 对 一 ， 即 
对 于 任何 *ED, 都 存在 x 的 邻 域 5,f 在 U 上 一 对 一 , 则 f(D) 是 开 
集 ,特别 地 ,了 是 也 上 开 映 射 

证 明 只 需 证 明 对 任 一 zoSD, f(zo) 是 了 (D) 的 内 点 即 可 . 

不 失 一 般 性 , 设 zo=9,f(zo) 二 9、 否则， 可 考虑 映射 P(z) 一 
f (zo ts) —f (x0), 

因 f 是 局 部 一 对 一 的 ， 故 可 取 原 点 的 球形 邻 域 P,5CD 7 在 
全 上 一 对 一 ， 令 

H(t)= f(T 二 )- f Ti) 

则 五 : 瑟 x[0,1]>R" 连续 ， 当 xE20,0<1<1 时 ， 由 xsx0 得 


。 37 we 


于 是 6EP(ae,b0<i<sDn, 昌 同 伦 不 变性 有 
dez(j 0,0)=deg(g, 4 人) 


其 中 9(z)=f( 持 ) 一 信子 ) 是 奇 映射 ,再 由 定理 3.5 便 知 deg (四 


“1,0) 0. 
因 R"\f C39) 是 开 集 ， 且 90ER"\f(90), 从 而 当 |p| 充 分 小 时 ， 
-deg (f, ,Pp) 有 定义 , 且 
. deg (f, 9,9)=deg(f, 12,0)A0 
故 ?Ef(9)Cf(D) ,这 说 明 帮 (6) =0 是 了 (D) 的 内 点 . 
证 毕 
设 GR",f >R" 连续 ,那么 在 什么 条 件 下 f 映 加 的 内 部 为 
f(8) 的 内 部 呢 ? 四 
如 果 了 是 同 胚 喘 射 , 则 由 定理 4.1 有 
F(B")=(f(B")) "CCFCB))9 
对 f-!:f(B) 一 ,由 定理 4.1 有 i 
FFB) CE 
加- 
(f (BE))° CHE') 
改 /是 疝 甩 映射 时 ,F(B。) = (f(B))*. 

” 福 意 了 在 3 上 永 有 定义 ,此 时 由 定理 4.1 知 f(38) C9 (8)， 
但 不 一 定 有 f(98) =9f (8). 若 互 是 紧 集 ， 则 有 f(98) =2f(8). 
“定理 4.2 “ 设 OCAa" 是 有 界 开 集 ,fEC (如 ) 是 一 对 一 的 , 且 p 
Ef (0), 则 有 | 

deg (f, 2,7)= 土 1 
证 明 央 了 是 连续 一 对 一 的 , 由 定理 4.1 知 ,f 是 开 的 ,于 是 了 
是 同 胚 映 射 ， 取 B=B(p,e)Cf(Q)， 显然 f-1(B) 是 连通 的 ， 且 
f-'(3B) 是 f71(B) 的 边界 ， 考 虑 复合 映射 Jof-':B>f CQ), 由 下 ! 
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《B) 的 连通 性 及 乘积 定理 有 
deg(fof 1,B,p) ceg(f,A, Pdaeg(f"',B,A) (4°D) 
其 中 人 = 大 !(B)， 又 由 切除 性 质 
deg(f, 0,2) .deg(f,A,?) 
而 
deg(f°f-',B,?)=deg(1,B,?)=1 
于 是 (4. 孔 式 变 成 
deg{f, 12,p)deg(f-',B,A)=1 
摇 拓 扑 度 取 整 值 , 故 有 
deg(f, 12,7)=+1 3 
证 毕 


4'2 非 线性 本 征 值 问题 
这 里 我 们 利用 Brouwet 度 的 同 伦 不 变性 来 研究 非 线性 本 征 
值 问题 。 设 入 是 实 线性 赋 范 空间 ,了 是 从 马 到 的 非 线性 算 子 .如 
时 存在 实数 4 及 忆 中 非 零 向 量 x, 使 得 
Tzx=Ax 
出 称 4 是 多 的 本 征 值 ，z 是 相应 于 4 的 也 的 本 征 向 量 ， 当 熟 像 线 
性 算 子 屠 样 ,也 可 以 考虑 作用 在 复 空间 的 非 线性 算 子 ， 这 时 本 征 值 
可 以 是 复数 . 
下 面 给 出 关于 本 征 值 问题 的 几 个 结果 
定理 4.3 设 R" 是 % 维 实 线性 典范 空间 ， 人 CR" 是 有 界 开 
集 ,6EQ， 又 设 T 了 和 5 是 从 旨 到 的 韭 线性 过 续 算 子 , 且 
deg(T, 93,0)~deg(S, #2,0), 
得 存 在 4<0 和 2zE309, 使 得 
Tr =AS87 
证 明 ”由 于 两 个 拓扑 度 均 存在 , 故 当 zcag 时 ， 必 有 Tx 二 人， 
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Szs60， 作 同 伦 妃 : 吕 xf0,1] 一 Ra 如 下 
H(z,t) = (1—t)Tr+tSz, 
二 辐 伦 不 变性 , 在 在 toE(0,1) 及 xE99, 满足 
(1—t0)Tr+ioSz=0 
即 Tz=4Sz, 其 中 4= 一 to(1 一 志 )-!<0. 
证 毕 

定理 4.4 设 "是 % 维 实 线性 赋 范 空间 ,是 奇数 ;2CR" 是 
有 界 开 集 ,0E0Q， 又 设 7: 58 一 R" 连续 ,9ET(98), 则 有 也 的 实 本 
征 值 ,其 本 征 向 量 属 于 20. 

证 明 按 Urysohn-Tietze 扩张 定理 ( 引 理 3:1), 把 人 TT 可 扩张 
成 怠 上 的 连续 了 映射 ， 由 假设 ，deg(7, ,9) 有 意义 ， 因 为 % 是 奇 
数 ,所 以 当 xER? 时 ，J (3?) 二 (一 DJi(z)= 一 J,(+)， 从 而 deg 
(一 站 9, 人 = 一 1， 当 deg(T,9, 的 关 一 ! 时 ， 在 定理 4.3 中 令 8 
三 一 忆 当 deg(T,02, 引 = 一 1 时 令 S=T 从 定理 4.3 立 得 本 定 
理 结论 ,| 加 

; 证 毕 

当 % 为 偶数 时 , 定理 不 真 . 考虑 下 例 . 

例 2 设 2=2,1(7 9 的 一 (7 芳 十 7) 其 中 几 4 为 极 吸 水, 取 作 
是 以 原点 为 心 的 开 单位 圆 ,显然 有 0Ef(99),fEC(B), 但 是 不 存 
在 8E34 与 4 六 0, 使 f(y) =Ay. 

” 例 3 通过 此 例 ， 可 以 看 到 不 动 点 定理 在 常 微分 方程 定性 理 
论 中 的 应 用 . i 
考虑 初 值 问题 
= 了 f(z,t 
和 (2 
其 中 (zt 连续 , 对 4z 是 齐 次 的 ,对 t 是 周期 的 , 周期 为 .假定 
了 是 容 轿 的 , 即 对 一 切 (io,zxo)， 问 题 (4.2) 都 有 唯一 解 ， 我 们 要 讨 
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论 的 是 : 问题 (4 2) 的 Floquet 解 的 存在 性 ， 所 谓 Floquet 解 ， 即 
为 问题 (4.2) 之 满足 
z(t +0)= Az(t) 

的 非 平 凡 解 ， 

据 了 关于 x 的 齐 性 知 f(0,t)= 二 0， 从 而 x 三 9 是 (4'2) 之 相应 
于 (0,9) 的 唯一 解 , 

设 z(t;to,z0) 是 问题 (472) 的 解 ， 令 T 了 ;BR">R" 如 下 

T(e)=2(0%;0,c) 

:如 对 充分 小 的 a0,T(e) 在 球 B= {cER"||c|<<q} 内 有 定义 ， 由 
常 微分 方程 解 对 初 值 的 连续 性 知 , 7 连续 . 因 (c) =6 当 且 仅 当 
《一 0, 故 9E7(3Ba). 

当 # 为 奇数 时 , 护 定 理 4.4， 存在 9E9B。 及 40， 使 Cg) 
y, 即 

?(@;0,9) =Ay=Az(0;0,0) | (4.3) 

由 子 美 于 忆 削 午 次 性 知 ,zC@ 十 如 0,9) 与 和 t(8;0, 引 箔 为 问题 

(4:2) 的 解 ,再 由 (4.3) 式 及 解 的 唯一 性 知 
ro+B 0 =Ar(t;0, 9) 

于 是 z(# 0, 纪 是 问题 (4.2) 的 Floquet 解 . 

当 # 为 偶数 时 , 可 借助 于 辅助 方程 

= 
Zn+1 一 0a+1 
v(t) = ro 


把 方程 (4.2) 化 为 上 述 情形 . 
4.3 非 自 治 方程 的 周期 解 
记 
“141. 


{x1(t) att 
z(t)=| : | ; 


Qt 
xa) Cs 
at! 


fiCt, rs, Ta) 
edt : | 


| 
n Ct, Ris Ln)/ 


游 虑 常 微分 方程 组 
Ff,2) (4:4} 


它 的 右 油 显 含 t， 称 (4 人 为 非 自 治 方程 组 . 假定 了 对 + 是 和- 局 
期 的 , 即 存在 7>>0 使 得 对 一 切 4ER 及 zER" 有 
f(t i T,2) =f(t,2) 
那么 在 什么 条 件 下 ， .方程 组 (4- 们 有 和 -周期 解 呢 ?我们 用 Brouw- 
er 不 动 点 定理 研究 这 个 问题 。 为 此 先 给 出 一 条 简单 引 理 , 它 对 研 
完 非 自治 方程 组 的 周期 解 是 很 有 用 的 ， 
引 理 4.1 设 f 的 每 一 分 量 在 XR" 上 连续 可 微 ， 且 为 4 的 
7- 周 期 函数 , 则 C4- 人 的 解 z(t) 是 7- 周期 解 当 且 仅 当 
rT)=700) 4:5) 
证 明 设 (4: 处 的 解 z(t) 具 有 周期 7, 则 (45) 显 然 成 立 . 
反之 ， 设 (4 的 解 z( 扫 满足 (4.5) 式 ， 令 3 (一 z(C 十 人 
因为 了 对 上 是 Z- 周 期 的 ,所 以 


dy_d 
at dt 


=f(t,2(t +7T)) =f ,y(t)) 
得 从 (4.5) 式 , 知 


tt +T)=f (+7T, z(t 7)) 


y(0) = x(T) = 2(0) 
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国 而 ,由 解 的 唯一 性 知 , 对 一 切 iER' 有 
rt +7T)==y(t)=27(t) 
证 毕 
定理 4.5 设 f 的 每 一 分 量 在 RxR" 上 连续 可 微 ， 且 为 1 的 
叶 - 周 期 函数 ， 又 设 存在 有 界 开 集 QCR" 使 得 如 与 Br 中 基 一 闭 
球 同 胚 ， 再 设 当 cE 如 时 ,车 z(t,c) 是 方程 组 (4-4) 适 合 初始 条 件 
z(0,0) =e 的 解 ,就 必 有 z(7,e)E 瑟 ， 则 存在 coE 本 ,使 得 z(t cn 
是 方程 组 (4.4) 的 了 了- 周期 解 
证 明 由 假设 ， 当 cE 全 时 ,如 果 z(t,0) 是 方程 组 (4.4) 满 足 
初始 条 件 z(0,c) = e 的 解 , 则 zx(T,c)E 本 ， 这 梯 ,, 由 hc = (F,c) 
所 定义 的 映射 4， 识 映 8 型 如 ， 根 据 解 对 初 值 的 迁 续 相依 性 定 
理 , 4 是 连续 的 ， 央 而, 四 Brouwer 不 动 点 定理 , 存在 cE 本, 使 得 
x(0,c0) = co = 7x(T, co0) 
再 依 引 理 4.1,4(t,c0) 是 方程 组 (4.4) 的 -周期 解 ， 
证 中 


$5 Leray-Schauder 度 
5.1 引言 
本 节 的 日 了 是 将 有 限 维 赋 范 空间 中 连续 映射 拓扑 度 的 概念， 
-推广 到 无 穷 维 赋 范 空间 的 映射 ， 此 项 工作 是 法 国 数学 家 Leray 与 
. 披 兰 :数学 家 Schauder 于 1934 年 洁 成 前 . 
设 对 是 实 线性 赋 范 空间 , 日 感 有 界 开 集 . 我 们 希望 对 介 
上 所 某 类 贞 复 定义 拓扑 度 deg(f, 人 9,7)， 它 是 三 个 变 元 的 整 值 孙 
数 , 应 读 县 有 如 下 性 质 
(i) (标准 性 ) deg(1,9,7)=1 (pyE0);" 
Gi) 〈 可 解 性 ) 当 deg (f, 98, 有 D0 时 ;必定 存在 zEQ， 满足 
° I43。 


2ZD) :=p 

(iii) ( 同 伦 不 变性 ) 设 入 是 同 伦 , ?Eh,(30) (0<<t<D, 则 
deg(h,, 2,p) 与 te[0,1] 无 关 . 

对 于 有 限 维 赋 范 空间 的 连续 映射 ， 我 们 已 经 成 功 地 引入 拓扑 
度 概念 , 它 具 有 性 质 (i) ~ Gii)， 对 于 无 穷 维 赋 范 空间 的 连续 映射 
可 否 实现 这 一 点 呢 ?1936 年 ,Leray 举 反例 说 明 在 无 穷 维 赋 范 空间 
中 对 连续 映 射 类 不 能 定义 折 扑 度 ， 使 它 具 有 性 质 (全 《iii). 

例 1 设 瑟 = C[0， 1],z (9) = 于 (<s<1， 则 zoEX， 令 人 2 


-ex -al< 半 任意 取 定 如 此 的 fEX， 使 得 f(0) = 0， 
f(D= 1 0<jo)<1(0<s<1). 定义 不， 如 一 下 如 下 : 
F(x) (s) = f(z(s)) (xEQ) 
则 也 连续 且 7(5) CC 他 . 
,考虑 线性 同 伦 庆 (z)=tF(2)++(1 一 人 x (xE9,0<1<D). 以 
下 证 明 及 (3D)C39 (0<i<D， 
设 yE39, 则 居 一 囊 = 半 .因此 在 在 suc[0,1], 使 得 ys 一 0 


或 y(s0) 二 1。 
当 y (80) = 0 时 ， j (9 (so0)) 一 0(0<ti<D; 当 y(s0) =1 时 ,大 ， 
G(eD) El il). - 因 0 和 f(s) 乏 1(0 委 s 委 D ， 故 也 有 0 过 


h, (a) <100<s,1<1). 从 而 , 1， (9) 一 zl= 也 (0<t1)， 即 


hEDN (0 和 is<1D)。 故 (20)C38(00<i 委 1)， 
假定 能 对 CE0, 让 中 所 有 映射 引进 具有 性 质 (i) ~ (iii 的 拓扑 
度 ， 取 yo(s)E0 因 有 (39)C909, 所 以 yoEh(909) (0<EQ1). 由 
同 伦 不 变性 及 标准 性 , 有 
deg (F, Q,y0) =deg(T, 2,90) =1 
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又 由 可 解 性 , F(z)= 加 在 台中 可 解 ， 下 面 取 特殊 的 了 与 yo 来 否定 
(+) 二 yo 的 可 解 性 。 令 


一 1 
3 (as 


_1 1 
f(s) = 1.8 了 < go(s) 一 二 十 可 8 


Cs- D+1 <s<1 


著 zE0 是 F(z)=g 的 解 , 则 7(z(s)) 一 加 (9) = 了 十 却 s. 因 f(z(0)) 
= (z(0)) = 十, 所 以 =(O) = 卫 ， 由 加 (9) 的 单调 性 , f(z(s)) 从 
土 最 多 增 到 二 ,但 ygo(s) 从 荆 增 到 了， 与 f(z(s)) yo(s) 相 矛盾 
却 , 显 然 deg(P, 9,yo) =1, 但 方程 (Zz) 一 加 在 人 无 解 . 


5.2 Leray-Schauder 度 的 定义 


我 们 考虑 具有 I-7 这 种 形式 的 映射 , 其 中 了 是 恒 同 映射 ,7 是 
紧 算 子 ,I-T 称 为 紧 向 量 场 , 1934 年 ,Schauder 解决 了 用 有 限 秩 的 
连续 映射 .逼近 紧 映射 卫 的 问题 . 这 样 ， 可 以 用 I-7; 来 定义 了- 
的 拓扑 度 . 

定义 5'1 设 .F 是 实 线性 典范 空间 ，MCE，T; MF 称 
为 紧 算 子 , 是 指 ; 

(i) 了 连续 ; 

(让 7T 映 用 的 任 疙 有 界 子 集 4 为 也 的 相对 紧 集 ( 即 TC4) 起 
紧 的 ). 
本 书 所 说 的 紧 算 子 也 称 为 全 连续 算 子 . 
车 T(M) 包 含 在 的 有 限 维 子 空间 中 , 则 称 P 为 有 限 秩 算 子 ， 
例 2 设 函 数 K(si， 妇 在 0 过 s 1 所 1，|4| 志 a 上 连续 ， 则 
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Urysohn 积分 算 子 
77 


是 空间 C[0, 本 的 闲 球 (9,a) 上 的 紧 算 子 . 
证 明 ” 鞠 证 算 子 玫 连 续 ， 对 任何 {ooj7-oC 万 (9，o) ，tr 一 2o， 
即 有 {unCs)} 在 [0,1] 上 一 致 收 化 于 wo(s), 由 假定 K(s,t,) 在 0 所 
sl 2 委 a 上 一 致 连续 ,从 而 
lim max KCs, t, un(t))— —K(s,t, u(t))|=0 


Ro% Oxs 


于 是 ， 


lw Tu 1= 一 了 maX 


| | LK, t,t)) —K Cs, ty ult)) dt 
< max |[K(s, £,un(t))— Ks, t, m0(t))| 
Qs, 1<1 | 
| Tu,—>Tuo (1n—>00) 
即 了 在 8(0,@) 的 任 一 点 ww 处 连续 . 
次 证 了 (3(9， q)) 是 C[0, 种 中 的 相对 紧 集 ， 记 
HE Ko= ax | 用 (9 和 4 | 


i ， i "ies 
则 对 一 切 z(s)EB(9,), 有 
[Ta(®) IS max | KG,t,2(0) | <Ko 
即 {7z(3)} 一 致 有 界 ， 又 由 不 (s; i, 共 的 一 致 突 续 性 可 知 , 对 任 给 
e 二 0, 存在 6>0, 当 su ssE[0, 1], 1s 一 sz|<6，iEF0， 1, lz|<a 


时 ,就 有 
|[K(s, i, ) 一下 (so t,t) |<e 


从 而 对 一 切 %(s)EB(0, qa), 也 就 有 
| (2) C81) 一 (7z) (ss) | 


1 
<| lx, ,2(6)) —K (ss ty2(t)) | dl <e 
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即 TC(B(0, a)) 是 等 度 连 续 的 . 依 Arzela-Ascoli 定理 ， 它 必 有 一 
致 收敛 的 子 列 , 两 了 ( 互 0, oa) 是 CL0, 1 中 的 相对 紧 集 . 


证 毕 
例 3 Hammerstein 算 子 
C72) (s) = 人 天 Ge Ft,z(0)) (5.1) 


是 Urysohn 算 子 能 特殊 情况 ， 它 的 抽象 形式 是 算 子 了 = 天 op， 其 
中 好 是 非 线性 算 子 (Fz) (4) =f(t,z(t)),K 是 线性 积分 算 子 


(Ko) (s)=| Kls, p(t) 


容易 验证 算 子 人 =Ko7 的 紧 性 的 一 个 充分 条 件 是 设 X、 了 了 艾 为 
Banach 空间 , 非 线 性 算 子 :XX->Y 连续 旦 有 界 , 线性 算 子 大 :了 -> 
王 是 紧 的 ， 则 外 一 到 有 :六 -> 工 是 紧 算 子 ， 对 空间 I2[0, 1]， 线 性 
积分 算 子 有 的 核 函数 及 (s, t), 如果 满足 条 件 


[flK Cs las a <oo (5.2) 


则 它 是 从 [0, 巧 到 ZL2[0, 菇 的 紧 算 子 ,，( 详 见 夏 道行 等 编 普 , 实 恋 
销 数 论 与 泛 消 分析， 下 册 ，P. 215)， 回 想起 第 一 章 $ 1 定理 1.1， 
如 果 Caratheodory 函数 f(t,2) 满 足 条 件 
[f(s lalt) tolul CEC0,1], ul<o0) (5.3) 
其 中 a(t)EL?[0,1],8>>0， 则 ; ZL?[0,1]->Z2[0,1] 有 界 且 连 续 . 
总 之 ， 对 (51) 式 所 定义 的 Hammerstein 算 子 T， 如 果 核 函数 
KK(s， 避 满足 (5:2) 式 ,f(t,w) 满 足 (5.3) 式 ， 则 全 是 从 [0, 1] 到 
[0， 习 的 紧 算 子 ， 对 于 从 Lrr[0，] 到 Lm[0，1] (pi p>1) 的 
线性 积分 算 子 K, 如 果 满 足 
i max {F2774} 
Pre ol 


则 是 紧 算 子 ， 在 此 就 不 证 明了 ， 


dsdi<o, 
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定理 5.1 设 .F 是 实 线性 赋 范 空间 , 到 是 吾 中 有 界 集 ， 了 了 
Jh 一 下 是 紧 算 子 , 则 对 于 任意 给 定 的 。>0， 存 在 连续 有 限 秩 算 子 
了., 满足 

上 (oo —T 1 <e EM) 

证 明 因 了 (MD) 是 紧 焦 ， 所 以 对 于 任意 给 定 的 e>0， 存 在 
TC(M) 的 e- 网 {v1,…, 2w) ,使 得 {B(v4,e)}?-1 杆 益 了 TM), 其 
中 ve TCA) (i=1,., N). | 

定义 mm;(z3e)=max(0,e—|Tz—v)]) (xEM,i=1,., N), 
那么 国定 e 时, ms 关于 z 连 续 (i 二 1,…，NW)， 由 e- 网 与 mw 的 定 
义 , 对 于 任意 给 定 的 zxEM, 存在 ;1 委 ; 委 N， 使 mi(z;e)>0， 故 
可 定义 

bz 一 -52 (wEM, t=1,2:., N) 
mn; e) 


且 04 连续 i=1,%, N), 20:(z;e)=1 (rEM). 


最 后 定义 了 (9) 一 3101Cz; eol。 (zE1M), 则 7,: -> 连续 ， 
有 有 限 秩 . 

因 zE 用 轩 ， 有 01(z;e) 二 0， 或 |Tz 一 v1 过 e， 六 疡 
0, (0) = 所 以 


Tz—7,2)=1 S02;e) (Tr—v) le (EM) 


证 毕 
设 X 是 实 线性 赋 范 空间 ， CX 是 有 界 开 集 ，pEX\f(309)， 
J 了 =1 一 了 7，7T: 上 > 是 紧 算 子 。 以 下 分 儿 个 步骤 来 引入 Leray- 
Schauder 度 的 概念 . 
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le 令 r=p(fG30))， 则 >0， 否 则 ,车 ?一 0 则 存在 {zw} 
C39,F(zs)->p(2->co)， 因 {zj 有 界 且 卫 紧 ， 所 以 {Zzs 有 收 丝 
子 列 .不 妨 设 Tx,>y(n>00), 那么 za 二 Tzs 十 f(xn)>9 上 Pp (RR 六 
co)， 由 了 的 连续 性 ,9 二 lim7zn 一 TJ(y 十 7), 即 有 ?二 f(y+p) 但 
909 是 闭 集 且 {zx,} C39, 所 以 y +p= limz,€E90. 注意 到 7p 二 f(y 十 
7), 与 peEf (39) 相 了 矛盾. 
2 对 1° 中 的 ?>>0, 取 se:0<e<yr:， 由 定理 5.1, 存在 有 限 秩 
连续 算 子 
人 0—>X, Tr—T,xi<e (EN) 
记 f,=1 一 T,， 令 8,=Span{7,(),p} 是 由 T,( 台 ) 与 了 生成 的 有 
限 维 线性 子 空间 , 2, 二 QS,, 则 9, 是 5 中 的 有 界 开 集 . 记 30， 
是 ,在 8, 中 的 边界 ， 因 为 
30,.=0.—0.CHNS,.—0N5, 
=(g—0) Ns.CcI-0=90 
”所 以 39,CaQ， 由 下 与 5, 的 定义 ,天 (号 )CS, 而 当 zc39 时 ， 
下 -二 
1z—T,(7)—7?l21z—Tz—pl—|I7r—7,2l>7—e>0 
” 即 pef,(99), 更 有 PEf,(99)。 
综 上 所 述 , deg(f,, 0,,7) 有 定义 (0<e<?r). 
3” 为 说 明 下 面 的 定义 5'2 的 合理 性 , 我 们 给 出 下 列 引 理 ， 
引 理 5.1 设 0<e<y; 届 | deg (f,, 0,, 2) 与 无关， 
证 明 取 e,nE(0,7), 令 5.,5, 同 2° 中 所 述 , 并 记 5,=span 
从 ,SS 2, 二 2 站 5,。 据 简化 定理 ,有 如 下 两 式 
deg(f,, 9,,7)=deg(f., 9,,7) 
deg(f,, 0,,7) =deg(f,, 12,, 8) 
故 只 需 证 明 deg(f,, 人 2,,7)=deg(f,; 12,, 72). 
。 了 JI49 。 


作 同 伦 1(z)=4 记 (z) 二 G 一 让 jz) (人 zE80O<tiSD， 则 
和 5(z) 一 fF(z) <ie+( 一 D<r (ze 可 )， 故 有 
和 (z) p12)—71— tar)—fz)>0 
(zE3D,0<1 坟 1T) 
那么 更 有 52(z) 一 下 >>00zs390<t<D， 即 PE (08,) (0<1 
二 1)， 依 辣 伦 不 变性 ， | 
deg(f Do 一 deg(f QP 
证 毕 
4” 对 e:0<e< 设 丰 是 包含 3. 的 任 一 有 限 维 线性 子 空间 ， 
Oy =4nF. 据 简化 定 坦 ， 
deg(f,, Ov,7) =deg(f,, 2.17) 
定义 5.2 设 了 是 实 线性 赋 范 空间 , CZ 为 有 界 开 集 ，f = 
了 一 也 其 中 7 了 :全 > 了 是 紧 算 子 ， 又 设 PSX\f(39)， 取 纺 上 有 限 
秩 连 续 算 子 少 满足 
I7z—Zz|<p(p,f(99)) (zc 号 ) 、 
再 取 筷 省 多 必 ) 号 p 的 有 限 维 线性 子 空间 访 入 2; 二 NV. 
规定 
deg(f, 0,7) = ‘deg(f, Oy») 
其 中 了 =71 一 个 , 称 为 紧 向 量 场 在 PP 处 关于 0 的 Leray-Schauder 
拓扑 度 ， 简称 为 eray-Schauder 度 . - | 


5.3 Leray Schauder 度 的 性 质 ~、 

”设置 吓 实 线性 赋 范 空间 , MCX. 记 K(M) = 人 一 PT: 1-> 
也 紧 }, 它 家 示人 上 的 紧 向 量 场 全 体 ， 下 列 引 理 给 出 了 紧 向 量 场 的 
一 条 重要 性 质 , : 

引 理 5.2 庶 卫 为 实 线 性 赋 范 空间 ，42 为 区 中 的 有 界 闭 集 ， 
了 :8 三 是 紧 喘 身 , 则 对 紧 向 量 场 了 =7- 人 有 
‘e150% 


{让 了 是 正则 上 映射 (proper Imapping),， 即 对 任何 紧 集 天 ， 
f-'(K) 是 紧 集 ; 

“(iD 了 闻 是 闭 上 映射, 即 了 映 旬 中 的 任何 闭 子 集 为 闭 集 . 

仁 明 (i) 任 取 z,Ef"1(K), 则 有 YEK，# 二 (2s) (nEN). 
由 天 和 全 的 紧 性 , 存在 子 列 y,。>goEKK 和 Tws,-> 和 9 有 从而， 
一 全 Zn 十 gas > 了 二 go， 记 zo=8: go， 则 zc， 由 了 的 连续 性 及 
yng 三 有 (zr), 得 Yo 二 f(z0), 赦 zoEf-'(K)， 因 此 ,f-!'(K) 是 紫 集 . 

(ii) 设 C 是 8 的 闭 子 集 ，y,Ef(0) ,4>yo， 于 是 ,存在 raE 
,使 得 f(x) Ys， 从 zs 二 Tzs-+yrnsT 的 紧 性 和 C0 的 闭 性 知 ,在 
在 子 列 {zay} 及 zoEC， 人 再 度 和 的 连续 性 
知 了 (zy 散 YEf(O). 

We 评 旨 

FX 的 有 和 如 > 对 是 二 f={—T,pEX 
\f (09). ， 

定理 5.2( 标 准 性 ) deg(1; ,二 1 EQ) i 
证 明 证 包含 2 的 有 限 维 线性 子 空间 Ry=QNV, P=0, 
则 有 peQ; 且 人 
deg(7.D， 分- ‘deg (7, Or 7) =1 ， 
证 毕 
.定理 5.3( 可 解 性 设 fEK (如) 且 S08(f, Orp) 0, 则 存在 
XoE42, 使 得 f(x0)=p i 本 


证 明 取 e 一 亏 . 由 定理 5.1， 全 在 证 隐 双开， 
村 是 deg(f, 2 ,p) = =deg(f,Q1,p), 其 中 f= 1- 一 Tj 了 是 包含 7 1 (1) 


与 2 的 有 限 维 线性 子 空 间 ， 且 不 妨 设 re hs ply 


fd0)) (EN). 
"了 


由 于 deg(f, Qv, 7) 寺 0, 因 而， 存在 znE9, 使 得 $4 一 T4 (zn) 
一 7. 

因 了 ZT: 如 -> 对 紧 且 {xr} 有 界 ， 所 以 {Tzs}) 有 收敛 子 列 ， 不 妨 设 
zw->E(n->co)， 注意 到 zw 一 Dan iD (Ti(zs) 一 T(zn)) -> 二 十 BC 
->co) 目 卫 连续 , 故 mzs > (ED) (pz->co), 即 有 二 一 全 (十 D)， 志 十 
PE | 

.因此 ,pp 二 (£4148) 一 T(E4p) =f (5+p). 记 x0 一 +8, 则 由 9 
ff 人 2) 知 ， fo =p 且 xzoE 另 . 
-定义 5.3， 设 了 为 实 线性 赋 范 空间 , 了 CX， 称 hh 是 肝 上 的 
紧 回 伦 类 ,是 指 有 (Zz) 二 瑟 (z, 直 :MX [0, 二 >X 是 紧 映 射 

”定理 5.4( 同 伦 不 变性 ) 设 久 是 实 线性 赋 范 空间 ， 人 CX 是 
有 界 开 集 ， 妈 5 是 生 : 上 的 紧 同 伦 类 ，f ,二 1 一 hi 且 pEf (59) (0< 
二]), 则 deg(f4, ,7) 与 [0,1], 中 的 t 无 关 . "| 

证 明 ”首先 来 证 明 存 在 > 之 0, 满足 
fz)—p|>r (E90,0<t<1) (5.4) 
若 不 然 , 则 存在 fuE[0, 1],zsE39, 使 得 
fis zn) =mn 一 (zs) >p (n>00) 

- 由 于 加 是 紧 同 伦 类 , 易 知 存在 子 列 和 (zn。) ->z0E 下 有 b>LoE 
[0, 1， 由 此 知 j2r>2 十 2o=zoc30， 再 由 下 人 的 连续 性 得 
hh,(zo) =7, 此 与 假定 peEf1,(30) 芽 盾 , 

-现在 写 党 [% 4 上 的 一 个 等 价 关系 : a 

s~t 当 且 仅 当 deg(f 9,p) =deg(f 人， 7). 

下 面 证 明 它 所 确定 的 等 价 类 是 开 集 ， 从 而 ， 由 [0， 菇 的 连通 福娃 
[0, 本 只 有 一 个 籍 价 类 , 即 deg(f,, ,2) 与 iE[0,1] 无 关 . 
取 rE[0， 器 及 e:0<e< 二 7( 即 (5-4) 中 的 7)， 对 于 该 e， 青 
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取 定 义 5.2 中 的 空间 了 与 的 逼近 算 子 ,, 且 不 妨 设 
baz)—h..(D <r (zE5) (5.5) - 


因为 1.(2) 对 两 变 元 是 连续 的 ,所 以 存在 6 一 5( 了 r, 右 )>0, 使 得 当 
1 一 cl<8 时 ,有 
[hz)—h(r)<Ir (ED) (5:6) 
联合 (5.5) 和 (5.6), 得 
hz) ho <lr (2€D, trl<d), 
更 有 
Nh (2)—h. (Te, 天 (27) (xEL, |t—r|<6) 
这 说 明 4 可 用 作 定义 5.2 中 加 的 过 近 算 子 , 即 有  .， 
. ., deg(fi, 9) =deg(1—h.,, Or,p) (5.7) 
但 (5.7) 式 右 端 恰 为 deg(f,， 0,9). 故 当 |t 一 +| 过 6 时 ， t~t, 出 ， 


所 对 应 的 等 价 类 是 开 集 ， ， ， 证 毕 
定理 5.5( 边 界 值 性 质 ) 设 户 9< 开 ( 司 )， 当 zE3a9 时 ,f(z)= 
zz), 且 HE1G99)， 则 有 


.deg(f,0 ,D= .deg(g; D， D 

证 明 设 f=1 一 Ti,,，g=1 一 To. 作 有 (x) 二 {1 一 从 人 T(z) 十 相 
Ta(z) (zE,0<<ES1), 则 h 是 号 上 的 紧 同 伦 类 . 当 zE90Q 时 , f(z) 
= (Th) (7)= (fz)+ig() 二 了 GD) +«p,; 所 以 Th 0) 

《0 雪上 和 IJ， 根 据 同 伦 不 变性 , 有 . _ 
deg(f, 0, 0) =deg(g, QP) 站 
、 i 证 夫 
定理 5.6 设 JeK(D)， pEf OO) HL gEX, 记 f.(2) =f(2) 

一 9 (rE), 则 

ee 


deg(f, 10,7) =deg(fi, 02 一 分 
证明 设 f=7 一 7T7， 则 所 =7 一 ZI 其 中 7 《4) = 了 (2) 十 9 
(xE), 显 然 有 EK(8)， 
设 个 是 有 限 秩 连续 映射 旦 满足 个 (z) 一 T(r=p(p， 
f(90)) (zxE 如 )， 记 分,(z) = 个 (z) 十 q(xE 如 ), 则 全 亦 是 有 限 秩 
连续 映射 且 
ID, (z) —T1 (2) 1<r= pp -gq, f1(90)) (rEQ) 
取 包 含 个 (如 ) ,个 ,( 如 ),7 与 ?一 4 的 有 限 维 空间 7, 记 人 r= 他 
NV, 依 定义 5; “3、 有 
deg(f, 0,7) =deg(1—, Op) 
Jeg (fi, 0, 9— q) =deg(I—?,, Oy, 9—g) 
一 deg(7 一 全 一 0p 0 


根据 有 限 维 空间 拓扑 典 健 质 ， 四 
deg (7 一 全- Oy, 2 一 及 二 deg(T 一 小 9 
故 et 1 - F 0 人 上 oo 


,Bf = deg (fi, 0, 2 一 人 - 
~ “证 毕 
定理 5.7 设 fE 天 (9) 且 ?Ef(90). 车 9EK( 妈 二 
If(2) —g (1 <r=p(p, f(20)) (CED) 
则 ?9(20) 且 有 
deg(f, 0;8) =deg(g, 2) 
”征明 ”类 似 于 定理 5.5: 的 证 明 , 令 : 
f(z)= (1—t) f(z) + tg(r) (CS O01 
则 当 xE34 时 ,有 
jj (sz) 一直 = 有 (9() 一 Fz)) 十 (fGz) 一 站 
“f(D 一 对 一 hg (2) 二 OI 
>0 (0<i<l) ， 


[a 
《二 
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即 2Ej (30) (0&t 志 1)， 根 据 同 伦 不 变性 并 即 可 得 
deg(f, ,2) =deg(g, 1, 1) 
证 毕 : 

定理 5.8( 连 通 分 支 性 质 ) ” 设 fEK(9), 则 对 辫 \f(39) 的 同 
一 连通 分 支 上 的 一 切 p, deg(f, 人 3,7) 一 const.- 

证 明 设 ?EXNAf(Co0)， 则 因 RNf(o2) 是 开 集 ， 故 存在 B(p， 
2)CX\f(9029)， 取 45B(p,e)， 据 定理 5.6,deg(f， ,9g) 一 deg 
(fj 一 (49 一), 人 ;7)， 而 依 定 理 5.7, 当 e 足够 小 时 , 有 

deg(f—(g—p), ,7) =deg(f,2, 7) - 
可 见 , p> deg(f, 人, 7) 是 了 \f(99) 上 的 连续 整 值 晴 数 , ; 故 在 同 
一 连通 分 支 上 , deg(f, ,7) =const. 
证 毕 
定理 5.9 设 fEK(5),pEf(99), 则 
(1) (区 域 可 加 性 ) 当 Q, 是 互 不 相交 的 开 集 G=1，…, 0), 一 


U9: 时 , :有 deg(f, 0,7) = Bldeg(f, 0,, 7); 
了 一 上 i=1 


(ii (切除 性 质 ) 当天 CO 是 闭 集 且 peEf(K) 时 ,有 
deg(f, 12, 7) =deg(f, O\K, ?) 
定理 5.10 ( 奇 映射 定理 ) 设 2 是 实 赋 范 线性 空间 开 中 的 
关于 原点 对 称 的 有 界 开 集 ,0@. 车 fEK (9) 且 有 


f(x) 、 了 (一 
HT TT CSs30) 


则 deg(f, ;9) 是 奇数 . 
.以 上 两 条 定理 的 证 明 留 给 读者 . 
定 下 5. 基 (乘积 定理 ) 设 JEK( 如 ), (0)CM) 到 为 有 界 玫 
集 ， 记 4= 队 1(39)，4 的 连通 分 支 为 Jy(j=1,2,…)， 车 gE 
天 (五 ) 且 2Eg(f(G32)) U9(C32D), 则 有 乘积 公式 ， 
9 755 + 


deg(gef, 0, p) = Sdeg(g, Ass Pdeg(f, ,41) (059 


其 中 deg(f, ,人 7) = 二 deg(f, ,9), 根据 拓扑 度 关于 连通 分 支 的 性 
质 , 它 与 4; 中 的 选择 无 关 . 

在 证 明 这 条 定理 之 前 , 先进 行 如 下 说 明 ; 当 f=1 一 Ff,g=1 一 4 
时 , 记 吾 = 大 十 Cof， 则 9jf 二 7 一 五 也 是 紧 向 最 场 ， 根 据 引 理 5-2， 
J 了 (39) 是 闭 集 ， 所 以 4 是 开 集 ， 由 9E9(f(28)) 得 ，9 (四 -与 
.了 (EQ) 不 交 ， 再 由 引 理 5.2，g”1(7) 是 紧 集 ， 由 此 知 , 可 用 有 限 个 
.4 纤 落 9-1(p), 因 此 (5.8) 式 右 端 是 有 限 和 . 

“证明 美 似 干 定理 2.10 的 证 明 , 令 

Ws={yEMIdeg(f QD 

这 样 ,证 明 (5 8) 式 归结 为 证 明 


deg(gof, 0, 7) = = Sides(g, Wop) (5°9) 


成 立 ， 因 为 9-'(p) 是 紧 集 , AE 个) 是 财 集 二 两 者 不 相交 ,所 以 这 两 
个 集合 之 间 的 距离 C(9…(7D，1(39)) >0， 层 定理 5.1 存在 的 
有 限 维 线性 子 窜 间 ( 设 为 " 维 ):X" 及 下 的 各 进 算 予 加: 矶 心 王 % 

使 得 
和 lrcoGnO1o) 


令 所 =7 一 F，， 因 为 Fs 也 是 它 肯 己 的 有 限 维 道 近 , 所 以 依 Leray- 
Schauder 度 六 定义 , 当 3Eg-!( 芒 时 ,有 deg( 有 O 纺 一 deg(f 0， 
2 加， 令 
Wi ={yEMIdes(f,, 09) 一 村， 
则 有 人 200 有 天 91 和 琴 名 于 是 ,出 定理 5,9 之 (ii); 有 
deg(g, Wr, 9) = deg(9, WE’, p) 
从 刻 的 作法 易 知 97'(p) 与 和 (29) 不 交 ;因而 也 有 pEg(fs (399)) 
75 。 


Ue(3af ， 按 定理 5 1， 存在 色 维 线性 子 空间 ”与 4 的 过 近 算 : 
子 Gn: 及 >X", 使 得 

suplG (2) — G(x) 1 <p(p, 9 (fC92)) Ug(9M)) 

EM 


由 3 名 Cj (302)U3 开 及 上 式 得 
SuB1G(z) ~ -On (2) <p (p90W™)) 
令 gn 二 1 一 G 依 Leray-Schauder 度 之 定义 , 有 deg(9， 卫 名 2 

二 deg (gm, WW 中 ',p)， 到 工 维 线性 子 空间 瑟 ， 使 得 大字 王 "UAXm 
据 Leray-Schauder 底 的 定义 ,又 有 

deg (gm, Wh’, p) =deg (gn, WE NX', 7) (5:10) 

deg (gm° fn; {2,9) =deg (gm°fns 2 NX', 7) (5.11)， 
由 Brouwer 度 的 乘积 公式 (定理 2， 10), 还 有 


deg (9»e fo, ON XL PD) = hdeg(gn, WH NX 2) G5. 12); 
联合 (5.11)， (5:12) 和 (5.10) 得 . 
:1 deg(gnofi» 4 2) = =deg (gn°fns QMNX', 2 
二 Shdeglg, WI™ Nx, 7) 


= Shdeg (gn, Wii" , p) 
= Zhdeg lg, WE, 中 
-Sides . . (5:13) 


从 (5.13) 式 可 知 ,证明 (5.8) 涝 化 成 了 证 明 下 列 二 竺 式 成 立 ? 

deg (gn°fns 2, pY —deg (gsf,, ,2)=deg(gof, 0,7) (5:14) 
作 上 映射 
R(t) = (gttgn)e fr) (ED0<t<D 
显然 如是 可 上 的 此 同 伦 类 且 当 E29， 0<i<1 时 ,由 Gu 之 作 : 
法 ,有 
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12—h,(2)1>1p—9°f,(2)1 —t |g°o f(x) —gmn°fn(7) lL 
>p(p,9f.(00)) — tsupl G(s) 一 Ga(GD1>0 


基 pEhi(z) (zxE93Q, 0 所 t<1)， 由 同 伦 不 变性 (定理 5: 人 知 (5， 
14) 的 第 一 个 等 式 成 立 ， 再 作 
Ex) =g C1— tf 4 tf (x)) (rzED,0 和 ti1) 
则 -h, 是 旨 上 的 紧 同 伦 类 且 对 任何 yEg-' (Pp)， 590, 0<t 志 1 时 ， 
和 由 Ps 之 作法 ; 有 
ly—[(1— f(z) + tf C2) 1 
> yf tr = 2)) . 
p(y (DD), (39)) — taup! Ps)—F,(7)1> 


即 PEN(z) (E90, oi<D. 于 是 ， 由 同 从 不 变性 立即 可 得 
《819) 的 第 二 个 等 式 ， “i 证 毕 

定理 5， .12( 开 映射 定理 ) 设 9 是 : 实 线性 赋 范 ' 空 间 - 革 中 的 
开 集 ， 下 :级 之 (加 ) 一 对 一 且 EK(0), 则 (0Q) 是 开 集 , 

证 明 任意 取 定 Ef(Q), 取 开 球 :1(p)EBCO， 根 据 定 
. 理 5.8, 存在 。>0, 使 得 当 1p 一 see 时 ,有 deg(f,B， p)=deg(f, 
B, 9). 

倘若 能 证 明 deg ( 户 B, 7) 志 0, 那么 就 有 deg《f, B,9) 志 0( 当 |? 
一 91 < 时 ). 据 可 解 性 , 当 1p 一 g|<e 时 ，9gEf(B)， 即 {gilz 一 qj 
Je} 刀 fF(B)Cf(Q)， 从 而 证 明了 f(D) 是 开 焦 , 

不 央 Er: 般 性 , 诡 关 《7?) 二 6,p 王 9， 作 
i ER CE 7)™ 天 全 ) (rEB, 0<i<D ， 
则 f.EK(B). 因 f 一 对 一 ,所 以 当 rEodB 时 , f(z) <0(0<te1), 
即 9Ej,(98) (<t<1)， 由 同人 不 变性 , deg(f,，B， 0) =deg(y, 


B00), 黄巾 9(2) 二 天 一 人 《 洱 ) 是 奇遇 身 , 从 而 de8(g, 站 是 
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奇 煞 ， 酌 x dee(, 8,0) 0 
. . 证 名 
定理 5.13 设 人 是 实 线性 拭 范 空间 卫 的 有 界 开 集 , fEK (0Q) 
是 从 8 到 f(9) 的 一 对 上 映射 ， 若 PEf (0), 则 deg(f, ,2) = 土 ] 
证 明 ”类似 于 本 章 定理 4.2 的 证 明 . 


证 毕 
§6 Schauder 不 动 点 定理 和 
Leray-~Schauder 原理 
i ee 下 


6.1 Schauder 不 动 点 定理 


利用 Leray-Schauder 度 恤 论 可 建立 一些 有 用 的 不 动 点 定 
” 理 ， 共 证 明 方法 常常 是 先 利 用 同 伦 不 变性 断定 紧 向 量 场 f= 一 下 
: -> 开 满 足 deg( 亡 9,9) 关 0 则 由 可 解 性 知 ， 存 在 s*69， 使 得 
f(z*) =0, WMTr* 7*. 

为 证 明 著 名 的 Schauder 不 动 点 定理 ， 我 们 需要 后 面 ， 6.3 3 地 的 
Dugundji 扩张 定理 , 它 表 明 线性 赋 范 空间 的 闭 子 集 是 读 空 间 的 收 
缩 核 . 。 
定义 6.1 设 卫 是 拓扑 空间 ，0QCX,* 阁 看 在 连续 映射 "总 
下 ,使 得 当 zEQ 时 , 恒 有 ?(z) 一 2 区 称 人 是 下 的 收 结 本 - 映射 
f 称 为 是 一 个 保 核 收缩 

定理 6.1(Schauder, 1930) 设 下 是 突 线性 寻 起 点 四,OC 工 
是 非 空 有 界 闭 凸 集 ,7:Q->0Q 是 紧 算 子 , 则 全 有 不 动 点 . 

证 明 因 乡 将 界 , 故 可 取 以 原点 为 心 的 开 球 访 使 得 RGB. 据 
Dagwidi 定 理 的 推论 ( 见 后 面 6.3 小 节 ), 个 是 这 的 驳 编 术 # 即 存 
在 迷 续 映射 r: 万 > 怠 , 使 得 当 wvE 虽 时 ;no) 二 名 网 处 下 是 半球 令 
人 二 7T.r, 则 和 :5->B 是 紧 上 映射 ， 作 
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h(x)=7z—tiz (xzE 万 ,0 和 1 入世 
我 们 来 证 明 0Eh,(38) ” (01<1). 事实 上 , 当 xE9B 时 , 必 有 Yizs 
z， 否 则 , 对 某 zE3B, 人 zx 二 xz, 即 (T。r) (xz) 一 z， 因 为 全 的 值 域 包含 
在 只 内 ,所 以 必 有 x+EQ， 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 ，9Eh(98B)， 共 
次 , 从 球 互 是 凸 集 知 , 当 x5E2B,0 志 1 过 1 时 , tPFzEB， 于 是 ,完成 了 
0Ehi(9B) (0 志 t 志 1) 的 征明， 由 同 伦 不 变性 , deg(1 一，B, 9) 
=deg(1, B,0) =1. 据 可 解 性 , 存在 xzEB, 使 得 Zz 二 zx, 即 T(r(z)) 
二 zx, 但 XE02,7(2) 二 xz, 故 Tx==z. 
证 毕 
推论 1 设 
(42 同 定 理 6.1 所 设 , OIC 有 界 ; 
(是 日 到 人 :上 的 同 凸 ; 
Gi 六 户 Oi 一 9, 是 紧 算 子 ， 
其 了 在 上 有 不 动 虚 汪 ， 
证 明 设 g=h- foh, 则 9g; QQ 一 8 是 紧 算 子 . 从 而 存在 zc 
使 得 9(2) = 即 了 KK) 一 -CDED， 故 了 在 9 上 有 不 动 点 . 
证 上 毕 
定义 6 -2 称 距 离 空 间 下 的 子 集 名 具有 不 动 点 性 质 ， 是 指 9 
内 任 一 连续 由 蜡 射 有 有 不 动 点 ， 
“推论 全 3 , 油 线 性 猴 东兴 问 的 肾 四 集 有 不 动 点 狂 质 
证 明 设 人 0 是 此 空间 的 紧 山 集 ，f:;2>8 连续 则 是 紧 壬 
子 … 依 定理 伏 姨 大竹 :9 上 上 有 木 动 点 . 和 
A ”i 证 毕 
下列 害 章 去 四 了 定理 .8.1 中 关于 口 是 同 集 的 要 求 . | 
和 定理 性 投注 是 实 线性 冉 范 室 间 ，QC 是 有 界 闭 集 ， 人 9 
夺 放 , 了 是 日 上 的 紧 算 子 且 存在 wEQ° 二 D, 使 对 一 切 4>>1 及 rE 
.2D, 有 
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f(2)—wNACr -ww) (6.1) 
好 了 在 马上 有 不 动 点 . 
证 明 作 
7 (Z) 一 2 一切 一 上) 一 也 ) (rED, 0<t<1) 
不 妨 设 f 在 3D 上 无 不 动 点 , 即 9Eh(2D)， 据 (6: 了 D) 式 , 当 0<i< 
1 有 时,6Eh(3D)， 又 因 wED, 所 以 9Eho(3D), 因此 ,909Eh,(3D) (0 去 
ti1)， 依 同 伦 不 变性 , deg (7 一 f,D,0)==deg(I 一 w,D, 9)=deg(I 
D,w) =1， 可见,f 在 上 有 不 动 点 . 
. 证 毕 
定理 6.1 的 推论 2 能 否 减弱 成 有 界 闭 凸 集 昵 +# 也 就 是 说 Sch- 
auder 不 动 点 定理 (定理 6.4) 对 连续 映射 是 否 成 立 呢 ? Kakutani 
于 1943 年 举 反例 否定 回答 了 上 述 问 题 ， 今 叙述 如 下 ; 
,: 设 钨 是 全 体 整 数 的 集合 ， 考 虑 空间 23(2);; 对 任何 2 二， 
Zi Tos Fis Va) 当 且 仅 当 | 上 = ps lz <co， 才 有 5 


0 Noo 
12(2), 易 验 证 它 是 Hilbert 空间 取 Ba(Z) 的 基底 feijss cei 
(…,0,0,1,0,0,…) (第 424 个 位 置 是 1， 如 果 # 是 负 整 数 , 则 从 一 1 
开始 往 回 数 )， 这 样 ， 


oo 
2 en gg 

四 5 
UU 是 右 移 算 子 - i < 2 呆 . 1! i Wi os : 


1 


二 3 sie i 


一 oo 


3 引 理 6.1 车 Uz 品 :0 全 玫 , 则 a- 0. 
证 明 设 对 某 实数 ec, 有 


Ce Uz Sn (2 一 nn ie 一 ce 


本 三 一 -2 
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由 此 算出 


zos 当 n>0 
= 
由 XEL2(2Z), 故 必 有 zo 二 7x- 二 0, 即 x 二 0.。. 
| - 证 毕 
定理 6.3(Kakutani) 72(2) 的 单位 球 巨 (0,1)》 没有 不 动 点 
证 明 定义 映射 


a Tx= (lsDetDs 
加 外 是 汉 纺 的 因为 当 1z1 志 1 时 ,有 
ITal<(1—1zD el -+lozl 
=(1-lzD + ste1 
.所 以 于 是 .8( 机 了 内 的 自 蜡 射 ， 仅 是 也 役 有 不 动 虑 ， 认 实 圭 , 如 果 
| f= 人 Tz= (1— lzD)eotUs 
到 一 pe (1 一 1zDes. 医 z=0, 则 Uz=0, 从 而 eo=0, 这 是 不 可 
0 出 引 旬 5 六 有 ?人 芭 泗 ， 附 这 字 设 有 不 
en 时 
证 加 
6.2 Schauder 不 动 改定 理 的 一 些 推广 
下 列 结 果 放松 了 对 紧 算 子 是 某 集合 的 自 映射 的 要 求 . 
定理 6.4(Rothe，E. ，1937)… 设 己 是 实 线性 冉 范 空间 , OC 
文 是 非 空 有 界 凸 开 集合 . 又 设 卫 : >X 是 紧 算 子 且 7 (2)C 
厅 ， 则 下 有 不 动 虚 - 
证 明 不 妨 设 0EQ， 定义 泛 函 
P(7)=sup{A|0<4, A4zEQ} 
最 然 了 是 连续 的 , 设 g%(z)=maxfl/p(z),1}， 则 9 也 是 连续 的 , 因 
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而 , 算 子 9(z) 一 元 5 从 整个 和 到 吕 让 连续 敬 ， 范 吕 海 “= 双 时 ， 
9(z)=z， 即 9 是 万 的 保 核 收 缩 ， 容 易 厦 出 ,zsag 当 基 仪 二 2(2) 
=1, . 
取 包 含 共 ,7( 加 ) 的 闭 球 (9,7)， 作 喘 射 =PYog。 引 了 紫 ， 
故 f 紧 且 f: B(0,7)->B(0,7)， 由 Schauder 不 动 点 定理 定理 
6. 了 ), 有 xE5(9,7), 使 得 < 二 f(z)， 木 难看 出 zE 9, 所 凡 它 是 卫 的 
- 术 动 点 。 
_ 证 毕 
“ 引 理 6.2 设 和 是 实 线性 赋 范 室 间 , 算 子 B: QCX->X 压缩 
则 了 一 了 是 吕 到 (7 一 本 人 G 的 同 胚 。 如 果 代 一 已) (9) 是 相对 集 : 
水 然 ， + 
证 明 设 18z 一 By1<Llz 一 yi(0 过 5<1)， 显然 1 一 如 连续 . 
.又 :| 
[YBzs—(—B)y> [sy —1B:—Byl > 212— 
因而 (7 一 5) 1! 是 连续 的 ， 上 述 不 等 式 也 说 明了 ,如果 
(1—B)zr,…, (1 —B)z, 
是 集合 (一 B) (89) 的 (1 一刀 -网 , 则 2z,…yzn 就 是 人 的 。- 网 ,这 
就 证 明了 引 理 的 后 半 部 分 , 
证 毕 
定理 6.5(Krasnoselskii, M. A. ,1955) 设 了 是 实 Banach 空 
间 , QCX 是 非 空 有 界 闭 山 子 集 又 设 算 子 4, Bi9-> 工 且 
(i) Az + ByEQ (Vr, yE DY; 
人 
(iii) 互 是 压缩 的 ， 
测 存在 9EQ, 使 得 它 是 4 十 吾 的 不 动 点 
证 明 对 每 一 yEQ, 因 为 Tz=Bz+4y 从 2 到 只 内 是 慌 缩 
。 76 了 。 


的 ,所 以 方程 
2 一 有 BZ 二 49 | 

在 9 内 有 了 瞧 一 解 z， 从 而 z= (1 一 B) -'4yEQ， 根 据 引 理 6.2， 算 
子 (1 一 B)-14:Q>9 紧 ， 按 Schauder 不 动 点 定理 ， 存在 YE 人 ,使 
(1—B)-'Ay=y, 即 (4+B)y=y. 

证 毕 
Krasnoselskii 定理 推广 了 压缩 映射 原理 和 Schauder 不 动 点 
定理 . 和 
"i 定理 6.6(Altman,1957) 设 了 是 实 线 性 赋 范 空间 , CX 是 
.有 界 开 集 ,0ED， 又 设 紧 算 子 T:G-> 工 满足 


A CEo) 0:2) 
则 了 在 百 中 必 有 不 动 点 . | 
”证明 \ 念 
f(z)=7— tT 


不 妨 设 多 在 39 上 没有 不 动 点 ( 否 财 , 定理 已 得 到 证 明 )， 我 们 来 
证 明 9Ef,(39) .(0&i 攻 DD， 事实 上 ,车 存在 0<to<1,，zvE99， 
使 得 ze= txzo 则 只 能 里 一 5<1， 从 而 有 


下 | 2 : 
i Ia 一 zj 一 (二 一 1 {zo 
0 


[eol —lzol =( 计 一)lzol’ 
从 (6: 中 尖 基 
NA 1 1 AN 
-1) | 之 (#1 isol 
由 此 得 to 之 1, 此 与 0 过 to 过 1 相 矛 盾 . 可 见 , 0Ef, (230) (0 才 #<1)， 
按 癌 伦 不 变性 得 | 
deg I—T, 0,0)=deg (fo, ,0) 


一 dez(7 8,0) - 
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二 10， 
: 歼 了 在 但 内 有 不 动 点 . 
. 证 毕 
推论 1 设 2 是 和 中 的 有 界 开 集 ，0EO2，、 又 设 紧 算 子 人 也: 与 -> 
.满足 
| l7zl<lz| (zs22) (6. 3) 
则 于 在 百 中 必 不 动 点 . 
证 明 从 假设 条 件 (6.3) 易 推出 (6.2). 
证 毕 
推论 2 设 2 是 实 Hilbert 空间 五 中 的 有 界 开 集 ,6EQ， 勾 设 
此 算 予 T: 弓 -> 了 满足 
: Tx, Er) (E90) (6.4) 
如 全 在 如 中 必 有 不 动 点 . : 
证 明 当 zEc2 时 ,由 (6.4) 知 
一 一 
加 =|7Tzl*—2<Tz, 7 十 | 
之 17z)*—2|z]*-+ tz? ! 
: =|7Tzl?— zl 
斯 以 了 满足 条 件 (6*2)， ， i 
: 证 毕 
条 件 (6.2), (6.3) 和 (6. “多 分 别称 为 Aliman, Rothe 和 Kras- 
Tioselskii 边界 条 件 . 
下 甸 我 们 给 四 对 常 报 分 为 和 和 隙 和 分 尖 和 一 此 问题 扫 有 用 的 
Leray-Schaudér 原理 . 应 用 这 十 原理 的 关键 是 对 算 子 方程 
Z 一 MBz + (6:5) 
的 解 作 先 验 估计. | 四 
定理 6.7(Leray-Schaudei 原理 ,1934)” 设 五 为 实 线性 赋 范 
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空间 ,>X 是 紧 剖 了 于 有 = [| 804 是 有 界 集 ,其 中 24= {7 


1€ 0, 
Ejz=AT2z}, 则 当 4=1 时 ,方程 (6:5) 至 少 有 一 解 . 
证 明 设 吕 CC， 人 
_ 和 当 |ITz] <2r 
2rTz/|Tzxi|, 当 |7zl>27 | 

显然 $8: 互 (9,27)-> 互 (9,27) . 今 证 明 8 是 紧 算 子 . 易 知 & 读 练 允 任 体 ， 
{en} 31 CS BO, 机 如 果 有 伍 re} = 
满足 1Tz,,1 志 27, 则 由 于 紧 , 必 存 在 {zn,} 的 子 到 {zn }?-:， 使 
得 Sx,， 一 any EB(9,27) (1->co)， 如 果 在 (6,.2r) 内 仅 


含有 有 限 个 Tz,， 则 必 有 {za}79-1 满足 1Tzs,12r7， 因 为 了 
rE 的 了 到 {zs }m- 1 使 得 了 2n zeX, 从 而 


Sz, > 4 (m->co)， 可 见 , 算 子 8 是 紧 的 ， 
出 Schauder 不 动 点 定理 ,有 #0EB(0,27), 使 得 Szo=zo， 如 
果 | 了 zol<39%y, 则 有 Bezp 一 wo=zo， 即 zo 是 方程 (6.5) 当 4=1 的 
解 ， 下 面 证 明 不 可 能 发 生 上 Tzol>27 的 情形 ， 若 如 此 , 则 有 
Szo= toTz0= $0, 其 中 0 一 如 一 27/ 和 zol 一 1 
这 样 ， |zol 二 27， 但 是 xoE 2, 应 有 Lzol 专 7， 这 是 基 括 的， 
证 毕 
_*6， 3 Dugundji 六 张 定理 


定义 和 3: 入 是 拓扑 空间 , {0 和 六 刘 ; 趾 党 匀 下 的 网 个 
盖 ， 如 果 对 任何 FuE 仇人 都 存在 0.E{U)}, 使 得 CU, 则 称 本 
萧 {P/) 细 于 覆盖 {7s] ,或 者 说 YE 是 {Da} 的 一 个 加 细 . 
定义 6.4 设 于 是 拓扑 空间 , {Vs} 是 空间 已 的 六 个 子 集 源 ， 
如 果 对 中 任 一 点 4, 必 存 在 x 的 邻 域 死 * 使 得 ,可 :只 与 :fo 中 
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有 限 个 Fe 相交 , 则 称 族 {Fn} 是 局 部 有 限 的 . 
定义 6.5 拓扑 空间 称 为 是 仿 紧 的 ， 是 指 对 它 的 任何 一 个 开 
履 盖 , 都 存在 细 于 它 的 局 部 有 限 的 开 徐 盖 , 
对 仿 紧 空间 租 任 何 一 个 开 禾 盖 ， 都 在 在 它 的 一 信 开 的 局 部 有 
限 加 细 . l 
定理 6.8 距离 空间 是 仿 紧 的 . 
这 是 著名 的 Stone 定理 , 在 此 省 略 它 的 证 明 ， 读 考 可 参看 B. 
T. Sims 著 的 Fundamentals of Topology, 1976, pp. 80， 
定理 6:9(Dugund 半 扩张 定 现 ) 设 和 了 是 线性 赋 范 给 闻 ， 
QCX 是 闭 集 ， 又 设 7:Q>Y 连续 . 则 存在 名 的 连续 扩张 全 :X 
xY; 重 得 TY(X) Ceo(T(9))." | 
证 明 证 明 的 思路 并 不 复杂 ， 首 先 我 们 作 了 \82 的 某 个 局 部 
有 限 的 开 覆 盖 {Zjuey. 其 次 定义 函数 : 
0, EDV, | 人 


we)=} (zy 9001), 2ED, 


baz)=— 
Zp,(7) 


ER 


这 里 .p (zy390)) 是 点 4 到 态 的 边界 的 距离 ， 显 然 wx 在 ZN 上 过 
续 . 因为 开 覆 盖 {04} 是 局 部 有 限 的 ， 所 以 对 每 一 *< NO， 必 存 在 


= 的 邻 起 本 使 得 它 只 与 有 限 个 世 相交 因此 ,对 每 一世 和 (2》 
仅 有 有 限 个 非 零 项 ， 及 证 XN9 上 于:(z)>0 于 是 pa 在 X\Q 
上 也 和 连续 并 有 0<%(z)<1， 避 (x)=1， 浪 后 ， 在 名 中 再 选取 


0 令 
ea 了 ?> ， 


T(z), ED 
V2 Hy)T), 2EQ 
显然 ,如 此 作出 的 名 是 了 的 扩张 ,P(X) =co(T(9)), 多 在 人 9 及 
人 "上 都 连续 且 满 足 
0- T(z0) ls< Zo T(a) 一 全 (zo) 1 当 +EQ, rEQ 


(6.6) 

剩 下 只 需 来 证 明 存在 39 上 连续 . 设 zoE90. Ye>0, 36 
>0, 使 得 当 2EQN B(xo, 0 时 ， 有 

2(z) —T(z)1<e (6.7) 


因而 ,由 (6.6) 和 (6.7) 式 , 推 和 
17(z) 一 P(zo)j<e Es)- e 


只 要 UV 中 的 z( 此 时 加 (z) 关 9) 适合 jz 一 zej 充 分 小 ， 并 且 所 选 的 
诸 wEB(zw6)， 这 样 ,就 证 明了 外 在 zo 连续 . 

满足 上 述 要求 的 诸 0 和 中 取 法 如 下 : 

设 B(z) 是 以 xzEX\Q 为 心 的 开 球 且 diamB(z)<p(B(z)， 
2) ,例如 取 = p(z, 9)16, B(z)=B(z,r) 便 可 ， 于 是 ，X\0 = 


日 BCz)， 按 定理 :6.8, 对 XN9 的 这 个 开 和 覆盖 有 一 个 局 部 有 限 


IEX\D 

的 炉 细 {Dj;e4， 因为 0) 是 {BCz) 的 加 细 , 所 以 对 每 一 个 Vs 存 
在 .B(z);, 使 得 UiEiB(z).… 由 此 得 pC(V,; 8) 沁 p(B(z), 9) 之 0. 因 
而 ,对 每 一 4E. 可 选 £9, 使 得 PCai0) <2p (V4, )， 对 如 
此 的 诸 cu 当 和 z 一 zol<674, (5)0(zED;) 时 ,存在 zEX\Q, 使 
得 xEU4CBfz) ,从 而 有 

| To 人) Adiamz <2p (0,, 0) + diamB (2) 
<3p(U,, 0) <3)s—zol 
。 168». 


这 表明 
ja 一 zl<4jz 一 zol <6 
即 确实 有 诸 a,EB (zo, 5). 
证 毕 
推论 设 QCX 是 闭 凸 集 ， 则 存在 7: 耻 一 0 连续 且 当 xE0 
有 时 ,7(z*)=z， 此 时 称 介 是 收缩 核 . 


证 明 1:Q2>9 连续 ， 由 Dugundji 定理 , 存在 连续 扩张 7: 
X=>0., 


§7 在 非 线 性 常 微分 方程 上 的 应 用 
本 节 讲 述 Leray-Schauder 度 理论 与 Schauder 不 动 点 定理 
在 常 微分 方程 的 一 些 问题 上 的 应 用 ， 在 此 只 做 简单 介绍 ， 欲 知 其 
详 , 请 参看 专著 [15], [21] 和 [26]， 因 为 在 非 线性 偏 微分 方程 的 应 
用 不 可 避免 地 要 涉及 解 的 先 验 估计 , 这 是 一 个 专门 课题 , 所 以 我 们 
不 介绍 在 偏 微分 方程 的 应 用 了 . 
例 1 考虑 边 值 问题 
f"(z)+Ap(z, 1(2))=9(7) 
(0)=f(1)=0 
当 p(x,0) = sin0 时 ,两 点 问题 (7.1) 是 单 摆 的 强迫 振动 的 数学 模 
型 ， 处 理 这 个 问题 的 最 简单 方法 是 将 它 线性 化 ， 即 用 6 近似 代替 
sin6，、 但 是 ,这 样 所 求 得 的 解 常常 不 能 反映 原来 的 物理 意义 , 所 以 
直接 求解 茧 来 的 非 线性 方程 就 成 为 必要 ， 若 mw 满足 Lipschtz 条 
件 ， 则 用 扑 缩 映 射 原理 只 能 对 充分 小 的 4 证 明 存在 唯一 和解 ， 下 面 
我 们 使 用 Schauder 不 动 点 定理 ,虽然 不 能 确保 解 唯一 ， 但 是 获得 
问题 (7.1) 对 任何 实数 4 都 有 解 . 
定理 7.1 设 p:[0,1] xR->BR 是 有 界 连 续 的 ,9 在 [0,1] 上 连 
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(7:1) 


续 , 则 对 任何 实数 边 值 问题 M7.1D) 在 空间 C2[0, 内 有 和 
证 明 ”第 一 章 $ 7 例 1 引入 过 空间 C[0, 4, 与 那里 的 做 法 类 
似 , 问题 (7` 切 等 价 于 非 线性 Hammerstein 型 积分 方程 
fz)=2| bas) Cy, f(D)) yy — [hey 9 6) Wy 
其 中 (zs 胃 是 算 于 一 fr" 相应 于 (7.1) 的 边界 条 件 的 Green 函数 ， 
再 在 连续 函数 空间 0[0, 1 内 考虑 Hammerstein 算 子 -~ 


CLD)=4 | he Dp ly, fy)) dy + hz) 


其 中 h(z)= 一 J,h(z,)g(9) 册 ,hECE0, 1 从 而 ,求解 问题 (71) 
又 化 成 了 要 证 明 算 子 T 在 CL0, 1 内 有 不 动 点 . 因为 2 有 界 , 故 有 
M>0, 使 律 1p(z， 0) |[<M(OSrSl, 9ER)， 因 而 
741= sup ,lA (mt) 9 ys fy)) | 
<<1 刘 着 和 | 
其 中 天 是 线性 积分 算 子 
(KP)= ho, pf oy 
记 7 141M1KI， 这 样 也 就 证 明了 每 子 ZT:(h,7)->5(h,7)， 因 
为 Hammerstein 算 子 是 特殊 的 Urysohn 算 子 ,而 由 本 章 8 5 例 2 
允 , 茄 赂 奏 CE0, 订 是 紧 算 子 , 所 以 是 紧 算 子 ， 根据 Schauder 不 
动 点 定理 ,7 在 球 Bs, 7) 内 有 不 动 点 . 因此 问题 (7 在 C?[0, 1] 
内 有 和 解 . 
5 证 毕 
例 2 考虑 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 
f(z) .07.2) 
wito) = wy, (roEB!) | 
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记 和 撼 形 @= {( 妨 2E 天 > 醉 | 一 如 | 委 o |z~ zo0| Sb)}. 
定理 7.2(Peano) 设 放 0- 已 连续 且 存 在 天 >0, 使 得 当 ( 纪 
人 DEQ 时 ,|fC,)1<K, 则 当 。 满 是 0<o<a 且 ck<b 时 ， 问 是 
(07:2) 在 [to 一 cyto 0c] 上 有 解 。 : 
证 明 : (7.2) 等 价 于 积分 方程 
z(t) =zot | fsz(o)) 本 (7.3) 
如 果 能 证 明 算 子 
Ca (1) =0t | fssz(s)) ds (7:4) 


市 不 动 点 , 这 不 动 点 就 是 (7.3) 的 解 ， 对 连续 函数 空间 C[i ce， ， 
十 C] 的 闲 球 万 (zu， 0) 中 任 一 %， 有 


JPz 一 zj = max 小 fsyz(s))de| 坟 Keo<b (7.5) 


ls~#olxe 


可 见 ， 算 子 T:B (zo, D>B(zo, b). 此 外 ， 对 任何 Wy ZnEB (xo, 0) 有 
Imz 一 Trl< 人 |f(s, 2Cs)) —f(s, za(s)) ds 


所以 当 zat 即 {zo( 芒 )} 在 [加 一 人 而 十 C] 上 一致 收敛 于 z(t) 时 ， 
上 7z 一 Tznj->0(n->co), 即 了 连续 ， 最 后 ,对 任何 ?E49 (B(z0, b)), 
设 z=7Tz,zEB(zo,5)， 从 (7'5) 臣 性 
[zl<6-t [zol 
这 说 明 T(B(zo,5)) 是 有 界 集 ， 它 还 是 等 度 连 绪 的 ， 这 是 因为 
1406) —aCt) pI fs, mC dol KI. 


因此 ,3Ceo 司 ) 是 空间 CT 一 o, to 十 cj] 的 相对 紧 集 ， 和 由 Sehau- 
der 不 动 点 定理 ,7 有 不 动 点 ， 故 问题 17.2) 有 解 . 
， 证 毕 
例 3 我 们 用 拓扑 疫 方 法 直接 处 理 初 伪 何 巅 (9 , 习 ， 可 获得 大 
范围 的 解 ,并且 对 f(t,z) 的 要 求 还 要 更 弱 , 
» ¥77Y » 


定理 7.3 ” 设 函 数 f(t,7) 在 [0,a] x B! 上 连续 ,日 存在 M0， 
使 得 当 (t,#)E[0, a] x 本 时 ,有 |f(4,)|<<M C+1z|)， 则 问题 
(7.2) 在 [0,a] 上 至 少 有 一 解 . 

证 明 “只 需 证 明 方程 (7.3) 有 连续 解 就 可 以 了 ， 显 然 ， 由 (7， 
全 式 所 定义 的 积分 算 子 T:CF0,a]>C[0,q]， 作 及 (2)=ATz 
(0<<4<1, xzEC[0, a])， 如 证 明定 理 7.2 那样 , 容易 知道 了 是 C[0， 
9] 上 的 紧 算 子 ,如 (4,z) 是 C[0,a] 上 的 紧 同 伦 类 ， 今 作 先 验 合计 . 
设 *EC[0, o], 对 某 4E[0,1]， 满 足 z 一 吾 (1 x) =9， 从 而 由 假设 


lz lS leol + | fCs, #5)) 1 as 
<laol + 对 | GTlz(9 Das 
Sol 二 Me 于 lz a 


证 Ci lanl+t Ms, p00) = cf ae 则 


sDI<e0) (076) 
i p=MIzt) SM9Y | . (7.7) 
.从 (7. 罗 武生 i | 
| 2 Vacmt 
v p(s) 
由 此 又 得 | 
2 EA) 


再 由 (7 人 式 得 1z| 一 max la(t)|<Cie*, 上 而 我 们 已 经 证 明了 
如 景 取 ">>Ciese, 则 对 任何 xzE38(0; 73 及 一 翅 4cr[o, 1 都 有 z 一 
可 (4,z)X9， 依 Leray-Schauder 度 的 同 伦 不 变性 ,有 
deg(1--7, B(0,7),0) =deg(7,B(b rm) ,0) =1 

二 方程 ?一 2Pz 一 人 至 少 有 一 解 , 亦 即 方 得 (7: 3) 至 少 有 - “连续 解 


| 证 毕 
“TI72， 


注 1 定理 7.2 和 定理 7.3 都 可 以 推广 到 一 阶 常 微分 方程 组 ， 
甚至 定理 的 叙述 和 证 明 都 不 需要 改变 ， 只 不 过 把 项 数 都 理解 成 向 
量 函 数 就 可 以 了 . 

注 2 从 以 上 两 条 定理 还 可 看 出 ,用 拓扑 度 方法 处 理 微分 方程 
解 的 存在 问题 比 用 Schauder 不 动 点 定理 所 需 条 件 往 往 弱 一 些 ,而 
所 得 结论 则 还 要 更 强 一 些 . 


§ 8 在 非 线性 积分 方程 上 的 应 用 


Hammerstein 型 非 线性 积分 方程 和 Urysohn 型 非 线性 积分 
方程 是 两 类 重要 的 积分 方程 在 数学 物理 和 工程 问题 上 常 出 现 这 
两 类 问题 . 对 它们 的 研究 具有 实际 意义 、 本 节 只 是 举例 说 明 Sc- 
hauder 不 动 点 定理 对 它 它们 的 应 用 ，M. A. Krasnoselskif 的 [33], 
M.A. Krasnoselskii 和 P.P. Zabreiko 的 [3 幻 给 出 拓扑 度 方法 对 
这 两 类 方程 的 大 量 应 用 . 

给 定 Hammerstein 型 非 线性 积分 方程 

zs) —2| KCs, DF(, z(t) dt=0 (8:1) 
在 此 仅 考 虑 4 为 实 参 数 ， 对 (8.1) 使 用 拓扑 方法 时 , 在 不 同 的 函数 
室 间 内 求解 , 关于 核 图 数 了 (s,t) 和 非 线 性 函数 (t,xz) 的 要 求 也 
不 同 . | 

定理 8.1 设 函 数 J(i,z) 在 [0,1] xE' 上 连续 号 存在 B>0, 
使 得 对 [0, 本 的 半球 互 (9, M) 内 任 一 z 有 

| yd z(t) ai<B 8:2) 


此外， 设 Caratheodory 上 映射 (Fz)(t)=f(t， z(t)) 在 B(0, M) 连 
续 . 又 设 存在 .4 C>0, 使 得 


| Eeeset<cs (8.3) 


oy>#e 


期 攻 14|s 和 (8， DD 人 在 8(6, 届 ) 内 至 少 有 一 解 ， 
证 明 和 
(Tx) (8) =A4 | cs， ft, x(t) dt 
有 间 Schwarz 不 等 式 有 
Ga C8) lr lef: {KG 0) lrae [Ifa0)) [at 
根据 (8-2) 和 (83) 及 |41 过 省 ， 积 分 上 述 不 等 式 便 得 


1 
和 
人 


zz 一 | 15) Cs) dsm 


即 了 ; B00, M) B00, 以 )， 因 为 了 = Kop, 其 中 是 以 五 (s， 8 为 
核 的 线性 积分 算 子 , 是 Caratheodory 映射 . 按 (8. “3) 式 ， K(s, 
直 ) 是 平方 可 祝 的 ， 而 $5 例 3 已 指出 , 算 子 K 在 LC0, 1 是 紧 的 ， 又 
由 假设 ,了 连续 , 故 了 :8(6, M)->8B(6， 20) 是 紧 的 . 由 Schauder 不 
动 点 定理 ,7 有 不 动 点 即 (e. D 有 解 ， 

a / 
9(z) 一 | singp:() y=0 (8.47 


易 验证 它 满 号 定理 ;8- 工 的 假设 , 故 它 至 少 有 一 解 ， 实 际 上 ，9i(z) 
=0 和 wz(z)= sinz 均 为 (8， 弘 的 解 , 解 不 唯一 ， 在 定理 8.1 中 , 若 
假设 

| fn Cat) tolsl Wero; 1], lzl<o0) (8:5) 
其 中 a i)ELP0, 11,5>0, 则 粮 锯 第 一 一 章 $1 定 理 1:1, Catatheo 
dory 映 射 在 整个 空间 Z2fo, 1 上 连续 ， 此 时 ,由 定理 :81 :1 只 要 4 
足够 小 ,方程 (8.1) 有 解 ， 例 如 方程 

AT7 了 。 


和 
(一 让 二 二 = 


和 方程 
p(z) 一 外 (x+y)sing (yy=0 
都 属于 此 种 情形 .方程 (8: 个 含有 未 知 销 数 的 平方 ,不 满足 (8.5) 
式 ,但 是 , (8 中 泌 确 定 的 Caratheodory 映射 在 [0, 本 的 其 一 
合 球 上 仍 连 续 , 故 可 引用 定理 8: 1. 
现在 考虑 含 小 参数 的 非 线性 积分 方程 
zs)=4| Ps, t,t)at (Gls, tsa(t) dt tag(s) 
i (8.6) 
这 里 ,G 和 9 均 为 已 知 国 数 ,0 a 为 实 参 数 ， 如果 G(s,t,2) 二 0， 
划 (8.6) 就 退化 成 通常 的 Uryzohn 积分 方程 ， 记 
={(s, t,x) EB las, tb, |z|<ro}. 
定理 8.2 设 范 数 '{s,t,x) 和 熙 (8,t,z) 在 8 上 连续 ,g(s) 在 
Ta, 8] 1: 连续 且 存 在 C>1 和 >>0, 使 得 
IG(s,t,7)|<EKEIrI? (Cs,t,7)EQ 
币 存 在 ko, ao>>0, 使 得 当 |4 委 po Di 时 ,方程 (8 9 有 解 
证 明 作 算 子 


(Tz) =x F(asty rt | Qls, t, z(t) dt +ag(s) 
询 为 p 汪 1, 故 可 取 0 之 + 此 1 满足 Go) kre 了 ， 了 是 对 作 休 E23 
万 (0， 7?)CC[o 25] 有 

max | | ee， Va ret (8.7) 
铀 于 可 数 刀 在 有 界 闭 集 @ 上 连续 ,函数 9 在 bqr2j 圭 连续 ， 所 以 它 
们 都 是 有 界 的 ， 因 而 ， 存在 Ho>0, 0>0, 使 得 当 |4|<po， lal 二 
<0 时 ， 有 
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» 
max 上 | 有 | F(s,t,2(t) dtl (8.8): 
a sb 人 


max jag(s1 < 本 (8.9) 
aes<b 


总 之 ,从 (8.7), (8.8) 到“8.9) 得 
ji7z| 一 max | (72) (s)|< 也 十 闻 十 六 


至 此 ,已 经 证 明了 算 子 T:B(0,7)_>B(0,7)、 
由 本 章 §5 例 2 知 ,只 要 7 足够 小 ,方程 (8.6) 的 右 端 每 个 积 
分 所 确定 的 积分 算 子 都 是 (90,7) 十 的 紧 算 子 , 面 车 算 子 之 和 仍 为 
紧 算 子 ,所 以 了 了: 巨 (9,r) -> 互 (9,7) 是 紧 算 子 ， 根 据 Schauder 不 动 
点 定型 ,7 有 不 动 点 ， 即 方程 (8.6) 有 解 
下 
例如 对 Urysohn 积分 方程 . 
zfs) 一 | Fe DCcoszCtyma 8.107 
当 工 (5, 妇 于 [o 0] x [a;5] 上 连续 且 
: [Ls, Ee Bs 


‘ml 


i 各 由 
时 ,车 mm >0, 则 (8. 10) 所 对 应 的 积分 第 于 i 
i 《CoCo | Es, 1) (eosz(t)) "dt 
是 空间 Qtq 要 中 的 球 . (4,7) ,上 的 自 映射 , 且 为 紧 的 ， 因 此 (8- 
10) 有 连续 解 ， 但 是 不 是 压缩 算 子 . i 
习 题 
了 设 介 是 民 中 的 有 限 开 区 间 ,069， 又 设 f(z) = os0)， 试 证 


泊 % 革 1 


d f, 0,0 
和 ) 一 fn 
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过 一 人 


2. 设 9(o) 一 J(z) 十 cizo 共 中 函数 了 如 上 题 ， 试 证 当 * 充分 大 时 ， 


deg(g, (—7,7),0)—deg(f, (—7,7),0). 
3。 设 映射 TT;，B(9,2}CCR*?->R: 由 下 式 确定 
T(r,Y) = (~—37Y, — y+372Y) 
计算 deg (7T,B(0,2), (1,0)). 
4. 设 P 是 没有 重 实 根 的 实 多 项 式 ， 试 证 对 P(a)P(B) 闪 0 的 每 个 区 间 
Ta,5], 有 
+1， 当 sgnPia})=—1]1,sgnP(b)=+l 
deg(P, (a,b),0)=4s 0, 当 sgnP(a) =sgnP (Dd) | 
一 1， 当 sgnP(d) 一 十 1， sgnP(B) 一 一 1 ， | 
:5， 设 QCR" 是 有 界 开 集 , 八 05C49) 旦 在 244. 上 ， go llf nl. 试 
证 deg(f 9, 0) =deg(f,02,0). 
提示 : 利用 定理 2. 7， | , 
6。 设 4 是 线性 上 映射 T; R">R" 所 对 应 的 条 :， 试 证 det4 六 0 时 ,dcg 
《7T,B(0,1),0) =sgn(det4); 并 证 明 当 det4==0 时 ,拓扑 度 deg(T， BC0,1), 
人 没有 定义 . : 本 


yx。 试 证 当 雪人 > 于, 方 和 ~ 和 


zs (+) =0 
lz—2y+ eos (t+) =0 
在 中 的 球 B(9,7) 内 有 解 . 

8， 设 =B(0, 了 CRwt1,f;902->202 连续 试 证 存在 2690, 使 得 w= 
ffz2)， 或 2 一 一 fc)， ， 

9. 设 CR" 是 有 界 开 集 ,0E4[2,T， 旭 ->R" 连 续 ， 又 设 当 给 定 weB" 时 ， 
对 一 切 za 人 2 和 (0, oo) 中 -… 团 才 有 Txtw， 试 证 deg(7,42,0) =0, 并 且 本 
征 值 问 题 4z 一 2z 有 了 两 个 解 4;>>0 和 4, 汪 0; 其 相应 的 六 征 向 量 zi X23 人 2. 

*10， 设 f.B">BR"* 是 连续 -可 微分 的 ， 7 闪 0 且 当权 上 > 时 ， lf (> 
Pe 0 Rr, 

。 设 TEC (Rn， 89) 请 是 Izl<elzl+d 其 中 0<<e<1,4>0. 试 证 
不 动 凤 
® 7ZT 。 


*12， 设 TEC(R", BR") 且 存在 6:[0, 0) 习 满足 c(t)>c0 (b>00), 使 得 
| (Tx,7) 之 lzle (zh VxER" 
试 证 对 企 --wsR" ,方程 Tz 二 ww 有 解 。 
13， 设 f;: [0,a] XR">R" 连续 且 存 在 弄 这 0, 使 得 
fe DA0+lyl Vi€[L0,a], YER" 
试 证 % 维 初 值 问题 


A 


LL 一 20 
有 解 . 
14. 设 fEC(R") 生 对 某 +>0, faD) =29, 共 中 人 二 B(0,7)， 试 证 deg 
(f", 1,0)= (deg(f, .0)". 
` 15、， 角 322 二 {zxE8r| 有 此 =7},f: 2Q0->8" 是 连续 奇 映射 (m 二 n)， 试 证 / 
有 零点 . 

16. 设 QCR* 是 有 界 开 集 ， fté00), 1(0)c0 有 8 在 20 上 ， f(s 
试 证 f(D) = 万 

“1 地， 设 犁 纪 届 是 有 界 开 集 ,JCC 可) 且 在 30 上 ,(f (2)， D>0. 斌 证 下 
有 零点 ， 

18。 设 f€01(R!X R!), 了 关于 +t 是 -周期 函数 .假定 存在 7 污 0, 使 得 妾 
HE[0,o], zl 尝 7? 时 ,有 (gtradgp(z),f(t,z)) 之 0, 其 中 pg: R*->R! 是 连续 FF- 
可 微分 的 且 当 肪 ->00 时 ,9p(o) 一 一 co， 试 证 微分 方程 组 

f(t, +) 
鞭 有 or 将 期 解 。 1 

19. 设 义 是 实 Banach 空间 ,了 = 了 一 ?To， 其 中 To: 于-> 玉 是 紧 牌子 且 存 
在 g: 吉 1->R+, 并 且 当 7->0 时 ,gp (7) 一 ), 使 得 |z 一 Ty 二 pC 一 ， 试 证 
卫 是 邓 到 是 上 的 同 胚 映射 . 

20， 设 下 是 袖 Banach 空间 ,To: (0,7) 一 匀 是 守 算 子 ,T= 一 To、 又 存 : 
在 从 广 到 X 的 系 线 光 算 子 工 ,使 得 在 3B (8,z》 上 ， 有 有 zz 一 Zall< ez 
试 证 doe, B(0,7),0) 是 奇数 . "1 

。 设 纪 是 实 Banach 空间 天 中 的 有 界 开 集 , 009, 仆 > 是 里 算 子 且 
ae T 了 ,62,0) 站 1， 试 证 TT 至 少 有 一 个 正本 征 值 ， 
i 


22. 设 1=[0,a]，X 一 0C[0,a],L: X->X 是 如 下 定义 的 线性 积分 算 子 
(Za) (一 | Kt,s)r(s)ds 

其 中 KK(s,t) 是 1XI 上 的 连续 函数 ， 试 证 工 是 从 有 到 忒 的 线性 紧 算 子 且 没 

有 非 零 本 征 值 ; 此 外 ,如 果 红 连续 ,又 在 了 上 ,KK (4,) 二 0, 试 证 4 一 0 不 是 二 


的 本 征 值 ， 
23。 设 kK; [a,b]X [a,b]X RiyR! 连续 ， 试 证 存在 >> 盖 0， 和 使 得 对 (一 ry 
7) 中 每 一 4,Urysohn 积分 方程 
z(e)=4| KCsst,r(t)) dt, stla,b] 
在 C[4,5] 内 有 解 。 i 
24， 设 六 是 实 Hilbert 空间 "CQES 天 龙 有 上 界 开 集 ,960 TTy 本 >X 禾 
为 虹 算 耶 电 涩 we9 名 上 时 ,有 1% 一 Tw 多 ;此 名， 轴 deg(I -TeaQ,0) 
天 0. 试 讶 Pj 在 ' 名 内 有 不 动 点 ， 
”25， 试 证 积分 方程 


3uCt) =t+ ut [lal eb/rds, to 
在 牺 兴 昌吉 {wlukGE051]498u(#)3<1E[0,1 了 3 内 有 解 
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第 四 章 变 分 方法 


变 分 方法 来 源 于 数学 物理 方程 的 研究 ， 其 实质 是 把 求解 微分 
方程 边 值 问题 化 成 求 江 函 的 极 值 点 ， 关 于 各 种 非 线 性 方程 变 分 方 
法 的 研究 已 有 较 长 廊 史 .五 十 年 代 M。M. Vainberg 对 非 线性 
Hammerstein 型 积分 方程 的 变 分 解法 做 了 系统 的 工作 ， 由 于 变 
分 方法 的 研究 ， 类 六 十 年 代 开 始 导致 两 类 重要 的 非 线性 算 子 一 一 
单调 算 字 与 增生 算 子 的 发 现 ,使 得 非 线性 泛 函 分 析 获 得 莲 勃 发 展 ， 
而 工 工 .Lions 从 物理 ,力学 中 提出 的 变 分 不 等 式 区 研究 ;把 变 分 We 


而 且 与 最 优化 ， 接 上 和 四 分 析 窗 厅 相关 

本 章 $ 3 将 证 苦 ; 若 花 函 (2) 于 40: 点 G -可 微 且 在 zo 处 有 极 
值 ， 则 6p (zu) 一 (EX)。 变 分 方法 的 基本 思想 是 : 为 证 明 方 程 
Zz=9 有 解 , 其 中 了 是 非 线性 算 子 , 先 从 卫 作 一 泛 函 p(z), 使 得 7z 
二 gradp(z)( 仅 对 T 是 势 算 子 情形 ,才能 作出 这 样 的 泛 函 ), 然后 证 
明 p(z) 有 局 部 极 值 ,于 是 在 极 值 点 z，gradp(z)=0， 因 此 p(z) 
的 极 值 点 便 是 方程 ?z= 6 的 解 ， 从 而 我 们 看 出 , 变 分 方法 与 Leray 
-Schauder 庶 是 有 区 别 的 ， 后 洗 是 将 非 线性 方程 的 解 看 成 某 空间 
自 映 射 的 不 动 点 ， 用 变 分 方法 证 明 方程 有 解 的 同时 ， 还 能 获得 势 
泛 函 9g(z) 具 有 极 大 或 极 小 的 结论 . 


81 梯度 映射 


同 想 起 在 第 一 章 32 曾 讲 过 ， 若 算 子 了 :99 一 人 * 是 如 上 某 泛 
2 780 


函 9 的 G- 导 映射 , 则 它 是 p 的 梯度 , 记 作 gradp(7z)=Tz, 称 T 为 梯 
度 映 射 ， 此 时 p(z) 称 为 的 势 泛 函 ， 在 第 一 章 定义 1.4， 我 们 还 
给 出 过 一 种 很 弱 的 连续 性 概念 ,所谓 算 子 的 半 连 续 性 ,并 且 还 指出 
过 : 算 子 全 在 西 集 如 上 是 半 连 续 的 , 当 且 仅 当 对 任何 x, hE 及 任何 
2EX， (T(zo 十 th),e) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 ，G- 可 微 算 子 是 半 
第 一 章 定理 4:2 证 明了 高 阶 互 -微分 是 对 称 的 ， 一 般 米 说 , 高 
扒 G- 微 分 并 不 对 称 ， 下 面 我 们 来 证 明 , 只 要 对 高 阶 导 映射 加 上 半 
连续 的 条 件 , 就 是 以 保证 高 阶 G- 微 分 的 对 称 性 ; 
定理 1.1 设 耻 是 实 线性 赋 范 空间 ,2CX 是 凸 开 集 ,如 人 -> 
X* 在 人 上 nn 阶 G- 可 微分 且 对 每 组 固定 的 (hh,…,hs)EX x 
x XLTE) hs hn) :>X* 在 上 是 半 连 续 的 . 则 对 任 一 
zEQ, 及 任 排列 (p(1),…,p(n)), 有 ” 
VarT(r) hss hy) = dP(2) heey hao) 
证 明 我 们 仅 就 #=2 的 情形 加 以 证 明 ， 任 取 ( 思 妇 关 (9 ,9》 
使 z,z 十 hz 十 ke, 对 任意 stE(0,1) 和 eE 和 ， 令 本 
a(s,t)= (T(z sh+th)— T(t+ ssh) — T(z tk) + Tx, e) 
.由 活 销 的 Lagrange 公式 得 i 
a(s,t) =t(dT(s fab trth) dT (strith he) 
其 中 TE(0,1), 再 由 Lagrange 公式 得 
: a(syt) = st (Pt rash+ritkh) (h,h),e) 
其 中 rs(0,1D)， 在 上 式 中 用 直人 代 sh, 用 's% 代 zt, 完 全 类 似 地 可 
得 a(s,t) 的 另 一 表达 式 ,从 币 . 
(dT (z+ trash+ritk) Ck, h) T(t rsht rut 
(h,k),e)=0 
其 中 rartE(01)， 令 st->0, 由 7(.) (加,h2) 的 半 连 续 性 得 
(dT(T) (Rh) —d TC) (hk),e)=0 
| -了 


家 由 'Hahn-Banach 定理 知 
dT(Z)E, B) =adT(r) Ch, E) 
证 毕 

在 定理 1.1 的 假定 下 ， 可 把 高 阶 G- 微 分 (2)(b ;如 记 
作 nz(z)jn， 此 外 ,如 在 定理 1.1 中 将 下 换 成 泛 函 ， 则 不 难 从 定 
理 1.1 的 证 明 中 看 出 , 该 定理 仍 成 立 . 

下 面 我 们 用 G- 微 分 来 表达 Taylor 公式 ， 

引 理 1.1 设 久 为 实 Banach 空间 ，f:(0,D)CE!->X 和 9 
(a,5)>B! 在 (a,5) 上 名 有 连续 导 映 射 ， 则 对 任 一 闭 区 间 [e,g]C 
《a,5), 有 
| C98) ds | f(s) ds 

=f(D9(0) —f(c) 9 (0) GD) 
证 明 ” 象 通常 两 个 函数 乘 各 的 导数 公式 那 伴 , 易 证 
EEF(8)9Cs)] = dg) f(s) 0) 
再 由 第 一 章 $3 中 的 大 本 定理 便 知 (1.1) 你 成 立 . 
证 毕 

定理 1.2 设 区 为 突 Banach 空间 ,QCX 为 凸 开 集 ，2:9- 

X* 在 9 上 (nD) 阶 G- 可 微 ， 且 对 每 一 固定 的 (hi…, ha+1) E 


ntl 
Xe XX, dT(.) (his shanti) :2->X* 在 人 上 龙 半 连续 的 ， 
则 对 每 一 xe 及 所 有 满足 x 有 E99 之 有 EX 有 


(Tz 有) 内 = Te DT + 
1 (aT (x) kr, h) 
n! 


1 
1| (1— rd Tg th bt, dt (1:2) 


了 1 .0 


十 


证 明和 孩 们 仅 对 #1 的 情形 证 明 , 一般 情形 可 用 归纳 法 类 似 

CAC LEAL (1.3) 

因 敌 是 一 阶 G- 可 微 的 , 改 47(-)4 灶 连续 ,因此 (1.3) 式 右 端 是 ! 之 
连续 图 数 ; ;由 抽象 伪 般 各 从 的 基本 定理 了 用 C1.3) 式 ,得 

(T(z 及 ,及 ) 二 Cr Dt], CA 


(C1: 2) 式 对 n=0 成 六 今 往 证 4 二 1 时 ， (1 2) 式 也 成 立 . ,由 假 
设 全 了 了- 下 于 连续 履 (1 2) 式 的 余 项 


rl) De .二 bat 
存在 ， 讲 算 之 ,并 利用 对 的 与 (1.3) 相 类 似 的 公式 和 3 引 理 1.1， 
得 

"=| DT ,Dee 人 


+| (ft gD)are th) hk, hyat 


站 “二 开 下 d . 
(Tr. th)h,h 
了 : oe at 


= (1 UT RR) | ,rn 
~ (1-t(d tr Rs ED | 0 
了 | (Te Lh, Bd. 
= (T(r) Rh) + 二 (dP (x RYN Nd 
~ cy 
将 (1:5) 代 入 (1 人, 即 得 ee 
“ED T+ TG DD ， ， 


% 


人 人 


=Tr mm (CATR Nh) +r(r, h) 
=— (Tx,h) + (dT 2) hsb) + | (1—#£) (aT(r+ 


i212, pdt 
. 证 毕 
对 算 子 帮 : 作 (T)CX->B1， 有 dT(7)EX*， 从 而 有 AUT(z)v 
三 (47T(7),，2)， 若 PF 是 XX 上 的 泛 汞 ， 则 dp (wu: 革 > 如 ， 于 是 ， 
pz)(u, 5) = ddp(r) v= (dp(z)u, 人 
下 列 结 果 给 出 G- 可 微分 算 子 是 梯度 映射 的 特征 ， 
定理 1.3(Vainberg, M. M. ,1952)” 设 了 是 实 Banach 空间 ， 
CX 证 册 开 集 ,7:Q>X* 在 人 上 G -可 微 且 7G)h:Q> 守 * 作 
但 对 一 团 妈 和 是 于 连续 的 ， 则 TT 是 8 上 的 梯 讼 映射 当 且 仅 半 : 
(dT(t, n= (dT(F) ,1u) Vu, v 和 外 (1.67 
证 明 闪 归 注 ， 同 了 是 梯度 映射 ， 故 存在 势 泛 国 p， 使 得 
22(Z)=T(C7) 根据 披 设 ,Pp(7) 满 足 定理 1.1 之 条 件 , 故 
Pp) O00 = p(T, YEQ, uy VER 
Hi a 7) G0 0) = (p(X), 0 HN apr) ,0) = (dp (7)v, 0) ,各 
(dp (ru, 0) = (dp (x)v, au) 
组 (1:6) 写成 部 ， 
充分 性 .由 假设 , 可 定义 泛 畏 
p= Ti tn)), sd 
今 往 证 对 固定 的 gE9, 它 为 了 之 末 泛 了 消 ， 对 打 意 zz 十 hE9, 则 


prth) pr) -| Ty tr hp)), ha 


= Th TD)) ,oT 


从 了 之 G- 微 分 之 半 连 续 性 及 基本 定理 , (1.7) 式 右 端 可 写成 
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| | ee+ tix) + seh) —TY+t(s—y)), ry) dds 
=| | (aT(y+ 1z 一 妇 + sh)h,z—Y) dsdt 
=| (AT (y+t(z—Y) + eh) (ry), dst 


1rs 2 
-| | HT Yt Sh bey)), BD dsdl 
JoJoot 


=| | 到 Ce+ sh t(s—y)), Watds 
O08 
=| ECF (20) — (Ty tee) + eh), Ie 


-| (T(z sh), BD ds— | (Tl(y+s(r—y) + sh),h) ds 
由 此 按 (1. 7) 式 得 
z ple th) pz)= 下 人 GT 
再 由 积分 中 值 定理 
PLT)—PT)= (T(rh),h), rE(0,1) 
对 弥 (0,1), 用 坊 代 得 
tr (pz th)— pz2) = (T(r tth), A 
令 二 >0, 从 了 之 半 连 续 性 , 知 8 在 x 处 G- 可 微分 且 dp(7)h= (Tz， 
D， 因 9g(z)EX*,z,z+h 是 任意 的 , 故 p 在 Q. 上 G- 可 微 且 
dgp=7. 
证 毕 
定理 1.3 才 明 算 子 7 为 梯度 映射 的 特征 是 ,由 的 G- -微分 所 
确定 的 双 线 性 泛 图 (7Z(z)z 是 对 称 的 . 
定理 1.4 设 和 是 实 Banach 空间 , QCX,7:O->X* 满足 定 
理 1.3 之 假设 ， 此 外 , YrzEQ,w,vEX, 有 
(CCZ)2 2) 一 (22 Jo 2 
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则 全 为 梯度 映 般 ,1 上 闪光 图 为 


人 | (2 7 
其 中 信 人 2 ff 的 ,并 除 相差 一 个 党 Sm 


证 明 定理 用 举 吕 已 由 定理 和 3 3 用 证 赃 所 得 到 今 内 还 证 
咱 “性 ， 间 
没 人 可 微分 汉 隐 人 -Bd .TYE (0,.1),z;9E 赐 ， 有 


的) oy) 

由 代 之 于 连 续 性 ,上 代 右 器 对 二 连续， 图 此 
pr) wD | ro ae pr Da G9) 
| : 证 年 


定理 1.5 设 z 为 实 肯 反 Banach 空间 ,OCR 是 辣 开 集 ， 了 : 
->X* 是 下 之 粮 雇 淡 射 庄 4FC9 玫 包 于 是 半生 续 的 又 到: 
半 *> 六 * 线性 连续 ,如 荆 昌 为 介 下 的 梯 诬 上映 时 汝 导 仪 当 
1 五 cd 和 (从 =- eye © Vref (1.9) 
证 明 首先 , 因 避 自 反 ， 履 线性 连 绕 守 了 ZX-> 天 其 饮 ， 
由 链 锁 规 则 ,各 是 料 度 映 射 及 定理 .3 Ya, 入 有 
人 (ALT za D) (LodT (rn, vo) 
~ AT Pv) (Tr) Ly, u) 
= (d(T (x) L*) Da (1:10° 
设 oT 是 樟 度 映 财 ,是 由 红叶 0) 式 必定 理 4.5, 全 
CCLod1) (7) v3 0) UD (TY sa 
"LT, ) : - 
人 dp (TL YH) VA Cy VE 
故人 9) 成 六 必 归 导 各 证 ， 
“196。 


反之 , 设 人 4 :9 成 立 , 丁 是 从 (10) 式 得 . 
(ad (LoT) (ro = (d(T (x) Lv) 
(Ce (7) v0, 0) 
OR 
从 定理 工 3 知 , Lo7 是 梯度 映射. 
| | | 证 红 
推论 。 设 六 为 实 HiL ert 空间 ,二 :和 > 区 线性 途 线 , 则 五 品 科 
上 的 局 度 映 射 尖 及 仅 3 和 5 必 丰 二 站 伴 的 ， 除 族 - -第 数 外 ， 共 势 江 贞 p 
CR ze) 是 嘱 的， 


证 明 在 定理 1 5 中 取 7 二 7 即 可 
证 纪 
定 弄 1 的 重要 忻 谷 于 委 给 持 了 了 梯 疗 映射 的 势 泛 图 表达 式 
GCT TNA 上 (Py tg WD) 


其 让 力 7 多) 多 建 不 甫 的 2 让 币 载 们 从 ia) AN 有 半生 Catath- 
eodory 册 射 的 势 认 因数 天 达 式 . 
放 号 剑 开 " 为 有 有 办 Lebesgue 可 测 灌 :9 人 ra GYEAQ yu| 过 00) 
是 Caratheodory 函数 ， 我 们 假定 由 它 确定 的 | 映射 
Cur)) = 9z, 0 (02D I0), pe | 此 时 
必 丰 有 | 
9, 0) {od) toll A 
其 中 a(z)EL?(R),5~…0, 见 第 一 章 定理 1.1 We 其 后 面 
的 说 明 ， 
定理 1.6 人 豚 数 9 满足 (1， 11) 式 ， 则 由 它 所 
人 (z， wz 为 是 17CD) 上 的 梯度 映 映 ， 其 势 泛 
函 为 
1 


0 az| gz, 7) (uEL? (0)) 


向 且 p 是 严 可 微分 的 . 
证 明 受 (1.8) 式 的 启发 ， 在 那里 令 y= 0, p(9) =0, T=0G, 
考点 


v0) = | cd ,0) dt, uEL? (9) 
由 Fubini 定理 , 有 
P (2 = | ,| gc ez) 可 


=| | ye, tuls) ue) dm 
作 代 换 tw (x) =z, 得 
p= 如 | gz, 2) dz (1°12) 
下 证 8 (WD 是 -可 微 的 , 日 Dp 一 G， 为 此 , 令 
RW b= 9 (uth) —P(W 一 (Go bh), vu, hEL?(Q) 从 (1:12) 
式 得 
Rd2= | (Da gz, 2) 9(e, us))) ee 
令 2 二 u《z) 十 th(z), 得 i 
RWh=| GD 如 | C9, ul2) 4200)) 9 sue)) 
雪 积 分 内 的 被 积 函数 几乎 对 所 有 的 zEQ， 关 于 t 连续 ， 对 它 应 用 
积分 中 值 定理 就 在 ， 
R(w) h= .ee 0) eh) g(a hd 


= (ce rh (2) 一 (Gu) (2)) hz) dx 


= (Gutrh) —G(,h), 0<r<l 
-= J88°。 


由 此 得 | 
[RE EGE +r -G0 1Al 
尖 算 子 G 连续 , 故 |R(WDh| 二 o(18|)， 可 见 , 泛 阔 9 是 -可 微分 的 
且 Dp=CG 更 有 gradg(w) ==G(w). 
证 毕 
现在 我 们 结合 具体 例子 讨论 定理 1.3 的 (1.6) 式 的 含意 ， 为 
此 ， 我 们 在 名 人 玉 精 数 空间 中 劳 虑 Caratheodory 映射 G= (Gy 
Ca GD) 其 中 
(G10) (7) Gi vWF), ae(z) oo 人 Z)) 
UK) CU) WU) UT) EL "(2) (p>2) 
Cnc Le CO) fll ) 
“2 4 
关于 72 (人)，Z*"(8) 利 淡 射 4G 的 定义 和 性 质 与 了 (9)， 
7 (9) 和 第 一 章 所 述 的 Carathecdory 了 喘 射 是 完全 平行 的 , 具 不 过 
前 者 是 出 加 遇 轿 数组 成 的 ， 而 后 者 是 由 单个 国 数组 成 的 ， 假 定 C: 
ZL (0 人) ->27 (人 ) 连续 ， 下 面 我 们 着 手 研究 映射 G 为 梯度 上 映射 
的 条 件 ， 设 
St) (i,k=1,°,n) 


不 仪 在 在 ;市 寺 对 Ga uz …,4) 连续 ， 对 固定 的 2 (2) = (v1(z) ,zz 
7), “yg va(t)) ELY, "(02), 记 


n 


Hi lu 0) = Es gs ue), els), ee daw) ) vz) (1.13) 
k=1 
又 设 . 
H(u,2)= (H: (2 9), Ha 9), °°, Hn(u, v)) (1.14》 


从 L? (0) 到 12*"(Q) 内 关于 % 的 半 连 续 算 子 .这 样 ， 占 
Taylor 公式 得 
sa 1739 


90 Wis 2 


3 0 Ke nt LAO Un tO (x) on) Vil) 


Qo)1l 
六 为 证 7) 二 问 定 的 ,所 以 
| liml 0 (7) v (2) j=0 


从 而 ， 


] 、 _， 
Jjni / Ge] 


lim ™ -一 9 XI UI) TOT Uy, Ct) FOr v7) ) v7) 


4 0 mid 


-- 3 (3 a (7) eo, Dr 
Ji(u, 4), i- 1] 
实际 上 :我们 已 经 进 明 了 胁 射 GGiiteanx 微分 在 在 悍 
dW vo= CO Hy uy es ee Hiiust)) /u,v) 
(1.15) 
息 ; 按 定理 1:3, 映射 是 梯 庶 快 身 的 充 要 条 件 是 入 任何 V, Ww 
Lr™ A 有 本 | 
(dG (OB, 0) (dl (ns v) 
下 (1:13)-(1.:15) 得 。 


nn n 


” 9 
| > Dg U2) (7)) 


i 


A 


本 0 可 多 ) 、 /yp 
a yi i Ur)y Wn)) SAA dr .0 
i 2 匀 四 i 人 


因为 0;(z) 和 zx( 轨 是 任意 的 ,所 以 从 上 民 得 
190 


Be iy i n) 
| - 116) 

总 之 ,在 以 下 所 设 条 件 环 ,向 景 冰 娄 

(91, 92 gr) 

声 成 入 度 是 的 完 宙 条 御 各 (116 成立， 当 43 洲 ， 辽 是 经 典 场 
论 中 然 知 的 家 实 ， 并 目 还 下 有 ， (eg ;92) 为 有 执 声 (梯度 映 

中 ) 的 充 E 必 条 体 是 在 在 本 玫 玉 ， 全 得 02 -1.2, 3)， 宠 全 类 

似 直 可 以 证 因 ， (7992 9 确定 从 7 0 到 有 (49) 的 梯度 

后 定 本 策 伯 正在 在 卫 数 天 zj-=2 ,使 得 


。 9 ， 
gi(r; us oa cr (ry, Un) tl 
CU 


82 弱 下 半 连 续 泛 示 


数学 分析 中 的 Weierstrass 定理 是 号 说 : 紧 集 于 的 连续 琐 数 必 
下 方 太 欠 县 达到 下 确 界 ， 由 于 变 分 堂 ,最 优化 和 和 数 尘 物理 的 需要 ， 
有 必 要 把 这 一 著名 定理 推广 到 无 穷 维 仿 问 .仔细 分 析 Weiewtrass 
定理 的 证 明和 发现， 只 需 假定 的 数 下 半 这 续 研 锅 了 『。， 央 为 在 证 明 
RE 的 过 程 中 能 够 提 婴 政 狼 的 了 列 起 敬 中 忆 基 
所 以 蛮 烈 贤 僵 目 考虑 泛 项 取 极 从 器 成 为 必 要 的 了 ,回想 起 口才 
Banach 空间 的 有 界 集 是 絮 列 竖 的 ,因此 为 了 存 有 界 序列 证 吕 半 人 
1. 世 虚 这 陆 的 极 值 , 弱 下 玉 连 红 桂 概念 再 然 显 得 重 费 ， 不 仪 如 北 ， 
近 华 米 非 线性 泛 函 的 弱 下 于 连续 性 还 古 处 理 一 ll 绕 针 仿 微 分 方 
程 解 的 存 棒 赔 题 兵 有 力 下 才 : 和 

定义 2.1 设 玉 为 级 省 匡 范 空 间 , 江 防 p:10CX>BI 和 Ww 

称 为 弹 下 半 连 续 的 (器 i 淮 连 绿 的 ), 赴 指 Yz 一 zoz 天 只 ， 有 
» OI * 


929) Slimpz) (mp (rn) E970)). 


与 以 前 关于 集合 的 弱 闭 性 概念 一 样 , 确切 地 说 , 这 应 为 序列 式 
弱 下 半 连 续 ， 我 们 简称 为 弱 下 半 连 续 .下面 给 出 弱 下 半 连 续 的 一 
些 充分 必要 条 件 
定理 2.1(Vainberq，M. M. ，1968)” 设 卫 为 实 线性 赋 范 空 
问 , 8CX 是 序列 式 弱 闭 集 . 则 p:0 一 2! 在 9 上 是 弱 下 半 连 续 的 
站 用 仅 当 对 每 一 rEB',e,= {7z|x€02， 9(?) 7} 是 序列 式 弱 闭 的 . 

证 明 ”必要 性 ， 设 9 在 上 弱 下 半 连 续 ,7E 栈 ， 和 任 取 {zn} 己 
Crs 2 一 -Zn 于 是 


PT0) Elimg (rn) 


从 ziSe 故 (zsr(E.7)， 从 而 rose 
充分 性 ， 设 对 每 ~- "SET er, 是 序列 式 弱 末 的 ， 任 取 {zCO. 
Xn 一 一 X05 人 2， 今 c= limp (2). 倘若 c 二 一 00, 则 YrEB', 存 在 子 列 


人 Tn4} ,使 得 p (zx,,) 过 7. 于 是 由 于 e: 是 序列 式 弱 闭 的 及 zw 一 一 7， 
但 ToCe,, 这 了 矛盾 说 明 C 全 一 oo., 

假若 mw 不 是 弱 下 半 连 绕 的 , 则 存在 4>0 及 {xn} CCQ, zs 一 一 mr 
<29, 使 p(zo)>limp(z) +d， 记 c=limg (x;), 则 存在 子 列 {x;,}， 
使 glen) <c+， 记 0=ef 2， 按 假定 eu 是 序列 式 能 闲 的 ， 
从 zuEey (hEY) 及 zo 一 人 ~zo， 得 zces， 即 p(x0) 5=c+t 


5 ， 了 矛盾 
评比 
下 面 对 G0- 可 微 汉 殉 给 出 用 其 梯 庆 映 射 所 满足 的 条件 来 中 达 
它 的 弱 下 灶 连 续 性 . 
定理 2.2 设 和 是 实 线性 赋 范 空间 、QC 瑟 是 四 开 集 ， ": 
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2 已 在 9 上 G- 可 微 且 
(W)C— a VoyER 
则 在 人 上 弱 下 六 连 续 . 
证 明 设 {z,j} 忆 Oz 一 一 Yo€E 全、 根据 息 设 ,有 
9p(zn) — PK0) dP Ko), Tn — 170), VREN 


从 而 、 WE 
0= lim(d9 (20), zn —70) = lim(dg (rzo)yzn 一 zo) | 
<lim(p (zs) —9 (70)) 
这 表明 
9p (xzo) <limg (zw) 
证 些 : 
: 定理 2.3 设 下 是 实 线性 赋 范 空间 , 2CX 是 同 开 集 ， 9; 0 一 
B' 在 人 2, 上 G- 可 微 且 


(dp (x) —dp(y),t—Y) 0 Voyen 
则 gp 在 2 上 弱 下 半 连 续 . 
证 明 .由 Lagrange 公式 ,对 任何 x,yE 有 
pW —92= (dp(z+ry—2)),y—272), rE0, 1) (2.1) 
由 假定 
(dp(z+r(y—z)) 一 gg (zr), r(y—z)) >0 
两 端 除 以 f, 从 (2: 了) 式 得 
9 (一 p(Z) 之 (Co(z) 2 一 2) 
根据 定理 2.2 知 , 结论 为 真 . 
证 毕 
定理 2.4 设 藉 是 实 线性 赋 范 空间 ，@C 是 凸 开 集 , 9: 一- 
瑟 在 人 上 二 阶 G- 可 微 且 
dp R20 VrEQ, hEX (2.2> 
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则 多 在 2 二 是 验 下 于 连续 的 . 
证 明 ”出 沦 消 的 和 agiange 估 式 }Yz,yE8 有 
PW PT) (dy (rtry—7)), Yt, rE(0,1) + ‘(2.8) 
对 泛 亲 (do ("J ,yy--2) 再 应 用 Lagrange 公式 ,有 
Y (APE FTYGTT Yr (dp (rx), yy--2) 
Tdp(r rr (yx), rE C0, 1) (2.4) 
从 (2:2)2: 入 贡生 
PY) p(T) AI 
得 出 定理 2.2 知 , 结论 为 页 , 
”证 毕 
例 1 设 六 是 线性 赋 乱 深 傅 ; 几 玉 人才 一 1zjGzsX) 是 纲 下 下 
连 比 的 . | 
1 神 丈 一 风 允 4 全 硅 So * 稀有 ahn- 
Banach 定理 ,有 foEX*, if 一 使 得 户 (z) 半 及 二 
Le 
从 而 有 lim fz | 
例 2 设 4 是 实 i Tbert el 的 下 的 由 共 饮 算 子 、 第 一 


§2 例 4 也 证 得 
-17 = , grad (Ar, 7 


央 为 4 是 正 的 线性 算 子 , 收 满足 
Any 0 

几 定 青 2:3,9 (7) = 一 《422 是 曙 下 平 连 绪 的 ， 

人 例 3 沪 OCE" 是 有 界 的 Lebcssgye 司 测 集 ， Caratheodory 
天 数 gzx 中 龙 因 对 每 -xzE 和 是 信 的 术 找 聊 瑶 ， 义 讽 

9 2) but, on LQ) ,>0, 

期 Caratheodory 隐身 Gu(z) sg (2z, 4 (87) BP (OQ) 到 ZL”( 人 2). 木 
。!94 ， 


章 定理 1.6 已 证 明 它 的 势 泛 铺 为 
‘pe eh na 到 

“ 今 证 访 (9) 上 是 现下 半 笑 续 的 - 事 卖 上 ， 由 于 
grado (an = 1 Gutzr) 


Ca 所 以 Ee 
时 {Eg 站 ， 2 eo 


te 
ye {eT 记 a Ng 
即 泛 函 p 满 足 定理 2'3 的 条 件 , 放 5 现 下 中 奸 继 


A 


让 


人 


$3， 元 条 位 极 信 


的 要 仿 各 条 件 极 杆 源 于 变 分 学 ， 本 而 旋 先 类比 击 上 典 分 
本 建立 泛 函 极 值 的 忆 要 条 件 ， 然后 对 弱 下 卡 连续 泛 .中 给 给 出 广 义 


A pe 


31 无 条 件 极 值 的 必要 条 件 
5 奸 义 3nl .没有 古 宗 线 性 早 范 究 阅 , , 称 泾 隐 q:9CC 和 > 在 
ZE 人 处 取 无 条 件 月 部 梳 小 ( 极 大 )，, 刀 指 存在 天 的 领域 en 使 
Be 网 汪 块 x， 有 a 
Ry fa) 

无 条 件 局 部 极 大 值 与 天 条 件 局 部 极 小 值 统 称 为 无 条 件 局 间 
极 值 . 

定理 3.1 设 为 实 线性 赋 范 空间 ;名 : 人 QCX->B! 在 z0EQ 处 
. 全 - 灾 分 日 人 To ee 则 对 书 全 内 格 呈 和 珊 

pA 入 和 二胡 人 
惟 肯 上 本 纺 设 加 在 王 直到 过 策 全 局 卫 术 小 人 ， “对: 存在 2 加 


03 re 


的 邻 域 CC(zo) 满足 rR 
PEP (EQ NU (0)) 

给 定 肥 和 ,因为 z 是 Q 的 1- 内 点 ， 故 存在 %=a( 甩 0 
ee 十 thEU (zx) NO. 令 

ft)=9r0tth) (tl<o. 
则 扣 ( 纺 宕 有 (0) (让 过 0), 即 实 变量 实 凶 数 ( 引 ) 在 t=0 外 取 
局 部 极 小 值 ， 故 fC0) =0， 由 此 得 出 | 
Sp (rh=li me (zo 0 ~9 (x) 


一 im 
4 0 


大 加 于 p00) =0 
证 毕 
推论 ”假设 除 满足 定理 3.1 的 条 件 外 , 泛 函 ”在 2 全 他 处 G- 
可 微分 , 则 dg (zo) = 0. 
证 明 因为 此 时 zo 是 如 的 内 点 ,6p (zo) 是 左上 的 有 界线 性 省 
的 ,op (70) 一 dp (x0). 故 dp (xzo) 三 0 
证 毕 
下 面 介绍 定理 3.1 在 变 分 学 上 的 应 用 . 在 此 先 给 出 一 条 著名 
的 变 分 学 基本 引 理 ， 
变 分 学 基本 引 理 设 w(z) 是 Fa, 世上 上 的 连续 函数 . 如 果 对 在 
两 端点 取 零 值 ( 即 7(o) =7(2) = 一 0) 的 任何 连续 可 微 函数 n(x)， 
都 有 
[pnd =0 
则 q(x) 在 [a,8] 上 信 为 零 . 
证 明 ”用 反 证 法 ， 若 p (z) 在 某 点 zoE[a,5] 处 不 为 零 ， 不 妨 
设 gp(z0) ==c0。 由 (x) 的 连续 性 ,可 在 [a,6] 内 选 出 s6 的 邻 域 
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议 在 取 
,I ) 2) LE" 
1 0  ， 否则 
显然 nla) =7 (5) Re 0， 7 (2Z) 连续 可 微 ， 而 积分 | 


| war | a) (es)!d>0 


《zz 使 得 当 aa 时 ， 9 (0)>F. 


与 假设 矛盾 , 所 以 必 有 g(x) 三 0. 本 
是 证 毕 


j 易 推广 到 % 重 积分 的 情形 ， 留 给 读者 作为 练习 。 
是 如 中 这 样 的 区 域 ， 0 应 Gauss 公式 成 立 ，909 是 0 的 
a 得 (0 是 各 上 具有 和 ?连续 偏 导数 的 函数 全 体 ， 定义 
OO!'( 如 ) 上 的 泛 函 oe 

a 3 ou -cu 
Jo -| Pe, io ee 

其 中 下 ;如 x E"*''->B! 有 如 下 连续 的 一 阶 咎 二 阶 般 导 数 : 
oF oaF oF e2F (= 1) 


Br” ga’ Oudus” Lurid 
ou | 
We 一 - 
这 里 规定 k= 3 


设 TC98, 记 X= {uuEC (2) u(r) 1 0}), | (x))= 
1， 令 lal- max{fmaxla(z)|，maxjw'(z)|}, 容易 验证 
ke i reg 
于, 和) 构成 实 线 虱 赋 范 空间 ， 旦 证 网 了 在 王 革 是 G 可 微分 的 . 
记 OD 2 上 上 世 有 各个- 阶 连续 人 篇 导数 的 函数 的 全 体 . 
父 可 在 zaS 玉 NC (62) 处 取 局 部 极 值 ， 典 对 于 任意 的 RE 


Ra 经 计算 , 有 
O67 (Wh= limt i LV LO 一 JU 4d] (UU ; LR) 0 
i+0 t ut 
°° [97 


[ C en 
一 六 | 省 (z1 “” “yn 2 1 th;: Oz eu + (二 多 
Ch GAN ， 
， 于 学 ) | 
国 | 于 aF Eh 1g 
-| 号 C aa 二 妆 x ， 
PP ‘Ch: dg: 人 7 00 
Oa 7 dre Aur 3axa / 
由 Gauss 公式 ,又 有 有 
3 Dp | 3 War | Ta! A 
87 (D4=| (条 DW 四 te 人 i 
_[/9F < a 2 pi ji ads = 
=| ( ou > OU 3 | 
aF 忌 op\, | 、 
-一 hadx >: a hds 
=|( gu p37 PE " 


其 中 = (ab 


9 an ) 十 30 下 外 单位 法 尊 于， 


河中 ,au 请 起 


1 9 3 +| Sr EFapds -0 3.1 
| (各 Ser ) apANP -co ” ) 
特别 地 ,对 满 是 lzo =0 的 任何 EX, G37 了) 式 左 端 第 二 诬 千 于 将， 
从 而 有 
aF 9 _ oaF 
jd =0 
| (名 - > xk 3 Ld 
要 NE 避 分 让 本本 BE 得 
,1 人 六 -= 1 DA 
3 -7 才 a 0 (82) 
b= -1 


CO) 处 到 局 部 员 值 , 则 涡 江 是 


rEuler- 


-hegrangei 微 份 方程 人 GAN) 了 简称 Eudar 沪 程 : 划 2 你， 相知 天 在 
32 7 上 上 的 值 仍 可 有 得 选择 , 取 如 此 的 ER 使 得 齐 轴 二 反 
Wi 


条 件 


人 中 or 一 0 


总 之 ， 基 (0 在 如 处 碌 局 部 概 值 ， 则 四 是 Euler 机 分 放 积 
(3: 2 各 能 上 满 是 自然 边界 条 件 (3.3)， 


3 


3.2 无 条 件 极 值 的 存在 性 
下 列 结果 是 Weierstrass 定理 的 推广 . 
定理 3.2 设 下 足 实 僵 性 号 范 空 全 QCX 是 弱 列 紧 的 序 列 
式 注 间 集 ， 又 设 泛 清 9:> 恩 在 口上 弱 下 半 和 连续 , 则 gp 在 Q 上 必 
下 方 1 1! 册 这 到 下 人 确 漠 ， 妈 存 在 uE QD, 使 得 
pn) =infy (2) 


证 明 俏 若 cinfp (一 -oo， 则 存在 frijc， 全 得 (re 


三 一 (MEW) 因为 介 开 判 紧 , 小 存在 (zs,} ,Ys 一 to. 文 内 全 序列 内 
弱 闭 , 故 zoE8. 轩 于 的 六 } 下 连 员 愧 ;得 Py Cra): 


从 而 p20) 二 一 00. 这 是 所 的. 和 2) 在 2 上 下 广 有 和 刀 。 

假设 对 CD, 有 肛交 Wn) -> 所 在 在 了 了 天 tm uD 内 

而 有 i 
i be ny 村 =limp(=e 
吉 Puo) 一。 : 

证 毕 

LQ9 。- 


名 推论， 设 X 是 实 自 反 Banach 空间 , 无 C 革 是 序列 尖 弱 闭 集 ， 
9 是 玉 上 的 下 半 巡 续 泛 前， 对 设 p 是 模 强制 的 ; 即 
. , E> to . 当 lsl>00, 2EK (3.4) 
则 厦 蔡 32X 全 和 
2p (zo) = inf fp (z) 


;证 明 由 条 件 (3.4)， 可 取 WoSXK， 使 得 开 =p(w0) >0. 再 根据 
《3.4) ,存在 ?0， 使 当 jz1>7 时 ， op(z) > 之 M 因为 自 反 Banach 
空间 的 闲 球 是 弦 列 紧 的 序列 式 弱 闭 集 , 歼 玉 站 (9,7) 也 是 这样 的 
集 ， 记 人 =KNB (0,， 7r)， 由 定理 3.2， 有 zoE82; 使 wp(zo) = 
infgp(z)， 显 然 WwEQ， 所 以 当 zEKNNQ 时 ， 


P(X) EP(u) = NM 去 9 (2) 
次 此 就 有 
| 9 (zo) =infg (z) 


证 毕 
定理 3.2 给 出 了 在 弱 列 紧 且 序列 式 弱 闭 集 侣 上 江 函 有 最 小 
值 的 条 件 ， 如 果 最 小 值 点 to 是 介 的 内 点 , 并且 在 zo 处 G- 可 微分 
则 由 定理 3.1 的 推论 ,gp (x0) =9， 满 足 dg (z) =6 的 点 z， 你 为 汉 
函 p 的 临界 点 ， 定 理 3.1 说 明了 无 条 件 极 值 点 是 泛 函 的 临界 点. 
如 果 了 了 是 梯度 映射 ,Tz =gradgp (z) ,那么 求解 方程 
Tr=0 (3.5) 
就 化 成 求 泛 函 9 的 临界 点 ， 变 分 方法 的 林 本 思想 是 ， 把 求 方程 
(3. 交角 六 为 来 的 汪汪 有 临界 i 
定义 3.2 是 实 线性 赋 范 空间 ， 泛 函 p:0CX>'! 在 
无 界 集 Q 上 是 指 存在 函 数 c:[0，co]-> 画 ，c(1)-> 
十 (人 二 co)， 使 
p(x)>c(zl) VzEQ 
* 200*: 


下 面 给 出 证 函 是 强制 的 两 个 充分 条 件 .. 
定理 3.3 设 开 是 实 Banach 空间 ， | 在 上 G- 可 
. 微 ,dg 有 界 且 存 在 o>0, 使 i; 

(dp (2),2) >c]zl’ VEX 


又 g2 (7) 在 z=0 处 半 连 续 , 则 9 强制 . 


证 明 由 
(dp (tr), 2) = pts) 
z 
?0) =p(0) +| (dp(tz), 2) 
一 p(O) 二 | ip(ta， i) 和 
一 
令 ‘=Fzp 则 


,area 二 于 -| (er 让) 下 日 


根据 假定 , 存在 R>>0, >0, 使 当 s 宇 RR 时 ,有 
其 ( 击 )》 吉 > 


且 当 0<s<R 时 ,有 
| (re)|sx 


P90) 十 jz] 一 尼克 一 尽 


总 之 有 


证 毕 
定理 3.4 ， 设 并 是 实 Banach 空间 ， gp: 六 >8' 在 上 是 二 阶 
G- 可 微分 的 ; 满 是 
p(s) lalg (a) Vz, BEX 
“201.. 


其 中 9[0，co) >170, 的、 生殖 Pept Te 此 外 ， 
1 人 尖 鱼 : 音 下 对 过 央 随 限 阁 本 于 下 王 和 “全 本 
证 明 网 Up:X->Xy 对 sz 翰 好 -有 衣 ray 〈 送 理 


1.2)， BY 9 


(T(x 有 ,内 二 Cn 六 局 入 并 
即 在 上 式 中 信人， 得 | 
(dp (2), 7) = Sov), 四 二 | dp (tn) rt 
GaP gee fp0)] 
持 次 应 用 Taylor, 全 成 ;得 … i 


pr) OO0) | cad tz) 4 


| 


和 


> exjg gz — Lallap) DD 人 


=p(0 :ri (| yr) dt idm (0) ) 


tl 1- 9 (7) > 2e (Cr 六 7 的 信 企 BD; 使 十 式 右 端 的 插 号 内 ， 
对 一 团 Fz' 2 至少 天 于 因此 ,省 ， 了 :> RE 有 
p(n) 0) + tal 


和 To, : 证 毕 
设 丰 是 梯度 中 射 ， 珊 苍 虐 方程 Tz 二 9 的 解 的 存在 问题 ， 其 基 
人 丰 结 ! 下 列 定 豆 . ;, 了 


"定理 3.5 二 六 为 门 反 Banach a 人 ;了 -> 入 * 是 梯度 鼎 

证 明 下 m>infg(x). 淆 为 8 剖 i 作 堡 瀑 六 bx 使 当 |2y 
于, 7) 二 办 = 袖 于 4 撤 ) 站 如 列 革 翌 崇 询 式 弱 闭 的 ， 按 定 
"02. 


理 3: 2 在 x0, zikkR; 屋 得 Y 二 
和 全 汕 -es3804 一 D+2 站 
于 是 

mt 和 国耻 生生 在 
1 27oV025 贡 ) 小 野 宗 
tp) 1g al), a nu IQ 
其 下 9:L0，; cc)->[0, co) 连续 ,g (7) ->11 BIT), ， 此 外 ， 
4 (DECEX) 在 六 上 是 半 连 续 的 , 则 多 有 临界 点 。 

证 明 根据 定理 4 9 在 丈 上 能 下 半 连 续 ， 由 定理 3， 4 知 ， 

让 机 : 斤 炒 已 理 3 3， ;3 知 ,Pp 有 临界 点 . 


证 毕 


$4 -音调 梯度 映射 


本 节 讨论 具有 同 势 泛 函 的 单调 映射 . 

定义 4.1 设 六 是 实 线性 空间 ,人 CX 为 凸 子 集 , 泛 范 2:2-> 
至 称 为 在 史上 上 是 是 的 , 在 指 

PU ONE PD FA DP, viEeto; 1]， 

x, YEL 


| 


人 帮工 = 光 时 取 齐 多， 著 么 称 史 是 严格 凸 的 . 
首先 著 虐 泛 蝴 的 四 性 与 弱 下 半 连 续 性 的 关系 . 
定理 4.1 设 天 是 实 线 必 冉 范 窗 间 。QC 为 闲 凸 集 ，p:2 
一 大 在 马丁 且 连续, 则 在 吕 上 弱 下 半 和 过 续 ， 
证 明 对 任何 7 B', 集 e, 一 {zx1xE02, (x) 夺 r+} 是 出 集 ， 事 
实 上 ,Vasyeers 当 tS[0, 了 时， 
pHUzi -DDLip) tt) p(y) 
* 203 ， 


<j7 十 人 (1 一 上 ?一 ? 

故 好 + (1 一 byEe-， 此 外 ,根据 :p 的 连续 性 ,er 闭 ， 因 此 ， 再 据 第 

二 章 定理 7.2 的 推论 ， 它 也 是 序列 式 弱 闲 的 ， 由 定理 21 知 定理 

结论 为 真 . 

本 ”证 毕 
下 面 考虑 可 微分 的 凸 泛 函 . 网 网 
定理 4.2 (Kachurovskii, R.I，1960) 设 耻 是 i. 实 线 性 赋 范 

间 , 2CX 是 是 开 集 ,: -> 如 在 9 上 G- 可 微 ， 结论 加: 
(G gp 在 Q 上 由; 

《ii) AP AA ), EQ; 
(Gi) (dptyy dp(D, yD 0 ‘Yr,yEQ. 
证 明 由 人 G 推 Gi， 取 z 纶 品 , 认 (0,D， 由 凸 性 得 


V0) 一 (人 >> 了 (GT 二 1 一人) 一 9() 


据 9 的 G- 可 微分 性 ， 当 t>0 时 ， 右 端 极限 存在 . 由 此 ， 


pz) —9(D (dp(Y), x—Y) (4.1 
.由 (让 推 Gi).. 在 (4: 了 D 中 交换 r, 9 得 
pW p(n) 2(dp (2), y—7) (4:2) 
由 (4- 了 又 有 
L P(r)—PI) dp,y—7) (4. 3X 


(4:2) 加 (4.3)， 得 
. >(dp (zx) —dgp(y), y—72) 


或 者 
“dp(2) —dp(y), y—7z)>0 


由 (i 让 推 (2. 由 Lagrange 公式 ,有 
‘p(y)— pz)=(dp(z+r(y—7)), y—2) 


i ,Ai(dp(ztr(y—)) —dp(z), r(y—2)) 


”204。 


十 (gp (rz), y—7) 
之 (dp(z)，23 一 2 
地 (iD ， ”i 

PI -PPA (7), y—7) 四 
成 立 ， 令 xz 一 巡 i (Dy (Vr,yEQ, ttE[0,1)), 应 用 (4 4) 得 
pop), so) 
OEEIOPACIOR y—2) 
此 二 不 等 式 的 凸 组 合 是 
iD 一 POO) 十 (一 (2 人 (一 2(O) 
AP, ix 一 拉 十 (1 一 四 (一 站) 一 0 


因此 
OE) 
: 证 毕 
”对 人 本 扰 泛 蚁 吨 来 说 , 导 上 映射 的 什么 性 质 相 应 于 wp 是 凸 泛 函 
呢 ? 定 理 4'2 之 (让 和 (i 表明,gp 是 止 泛 函 当 且 仅 当 导 了 上 映 射 go 是 
单调 的 (其 含义 见 下 一 定理 的 说 明 ,详细 讨论 在 第 五 堂 ) ,定理 4.2 
称 为 Kachurovskii 定理 ， 
定理 4.3 设 六 是 实 线性 赋 范 空间 . 8CX 是 凸 开 集 ，p: 2 一 
五 在 如 上 二 次 G- 可 微 ， 则 9 是 如 上 的 凸 泛 的 当 且 仅 当 dp (2 天 
0, VYzE 人 ,AGE 
证 明 ”必要 性 . 设 g 十 , 则 对 任何 zE9, hEX, 其 中 tH. 
涅 定理 4*2 之 (iii), 有 


dp (7) be lin( 1 (dp (z+ th) —dp (x)), a 


充分 性 ， 由 所 设 条 件 和 定理 2.4 之 证 明 , 得 
PI)—9pDA9(9), 7—Y) 
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得 从 定理 4.2 之 ( 齐 , 知 多 的 ; 
应 给 
车 dp {rh 0, Ws 4， 2、 4.3 及 定理 2.2-2.& 义 ， 在 是 
开 集 下 和 可 微分 的 局 运 半生 器 下 于 过 续 的 ，. 而 局 泛 函 的 其 它 尾 
质 , 又 可 保 砷 共 最 小 全 的 叭 -- 性 ， 
定理 4.4 设 坟 是 实 线性 冉 范 空间 ,9C 扰 是 四 集 , p:9_y 避 
于 格 遇 ,中 坡 多 存在 一 个 os， 使 
yto) infp (2) 
证 明 贫 厅 在 人 2 内 在 全 wv 使 
PAH) pr) -inf wp (x) 
; 3 
好 对 短 一 40,1)， 
glu (1—)v)< ty(u) 了 (一切 9(o) =infp(z) 


此 与 2 是 最 小 值 点 相 乞 盾 . 
证 毕 
术 秆 我们 给 出 耶 梯 设 映 射 和 热 泛 防 之 间 的 关系 ， 也 玉 出 了 一 
种 共有 特殊 性 椭 约 汕 汉 三， 人 交接 娄 定 理 4;2 之 ( 任 这 者 发 ， 我 们 称 
算 子 了 :QCX>X* 在 上 单调 ,是 指 . 
~ ToTY, 4 0 Vr, YE 
攻 等 号 仅 当 x 二 9 村 成 立 , 则 称 玉 在 上 严 烙 单调 ， 若 存在 e 之 0， 
使 
. Ty VrrYED, 
则 称 人 在 人 上 强 单调 ， 对 线性 算 广 坟 说 , i 牺 件 分 别 
成 为 (Tx,z) 之 0, (Ta 之 0(z 关 人 及 (Ti z) 三 cz 
我 们 指 记 ， 单调 的 梯度 映射 其 劳 滋 国 是 西 的 和 弦 下 半 连 线 的 ; 
是 泛 函 的 C- 导 映射 古音 证 的 . 对 6 可 微 算 子 我 们 有 下 列 各 种 音 
调 性 判别 法 . 
2D6…， 


站 从 定理 4:5 设 蒜 是 实 线性 赋 范 空 闻 ， 呆 和 工 为 是 齐集 ，7:8 
洽 丰 用 纪 上 @- 可 徽 ， 营 时 一 声 7E4d2(z) 严 格 昔 调 , 别克 在 中 
上 严格 章 羡 ;得 在 在 ec 0, 使 村 一 团 友 日 及 引入 有 (UT(z) 刀 人 0 
亲生 如 性 c: 0 时 ;第 调 ; 妆 e>@ 于 ;7 在 Q 上 强 单 调 ; 反 之 ， 
牛 对 时 cc 二 0, 使 | 
(Tx~TY, 2 er Yl, Vr,yE 0 
则 对 同一 6; 也 和 有 CdT (x) 人 Dc nl Yr 0, heX. 
证 明 、 对 任 丰 fx 0, pe XK, rhir 1 人 ,从 Lagrange 公式 我 
芍 有 有 站 
(Tr TY, ry) dT HF) (YY, wy) 
| (0 ri1) (4.5) 
ee 
(4 0 则 从 (5 人 省 ce 0 时 了 单调 # 当 c>>0 
时 人 强 单 刘 
及 之 ， 从 单调 性 条 件 ， 有 有 
AT rH Tz oth: .E03 1) 
除 以 2, 仿 二 >0 得 
(dT (rh, chRS Ye EX 
证 此 
现在 利用 前 而 所 得 到 的 结果 米 研 究 方 称 
Tr 人 
的 解 的 存在 性 ， 其 中 下 是 单调 梯 诬 映 射 ， 基 本 结果 是 以 下 定理 
定理 4.6 谈天 是 实 线性 赋 范 空间 ,也 : 六 > 六 "为 单调 榜 度 上 映 
壬 ,7 的 势 泛 妆 湛 制 , 则 方 保 Tz 二 9 有 解 . i 
证 明 闷 为 了 是 单调 的 习 度 上 映射, 故 从 定型 2+3; gp 强 下 半 连 
- 和 定理 :3.5 为 3 结论 为 真 、 
证 毕 
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如 果 在 定理 4.6 中 , ,7 还 是 强 单调 的 ， 则 方程 7z =6 的 解 不 
仅 存 在 而 且 还 是 唯一 的 ， 这 是 因为 车 4 了 vz， 满 足 Pu =0, To 一 0， 
则 与 (Tu 一 Tv,4 一 v) >>0 相 了 矛盾 ， 

定理 4.7 设 X 为 实 Hilbert 空间 ，T:XX->X 为 XX 上 的 梯度 
映 册 ,使 --7 了 单调 且 其 势 泛 函 g 满足 

?ee ee (XEX) 

其 中 5,c 是 任意 实数 ， “< <r<<2, 则 了 在 到 内 有 不 动 点 . 

证 明 显然 了 证 蓝调 科 让 由 关 一 7 了 单调 , 故 1--7 为 单调 
榜 度 映射 , 其 势 泛 国 为 儿 (D) 2 《7 一 p(z). 根 据 (z, zy 一 和 


及 9 C) SelzT 二 人 全 cyG<< 2 ， 易 知 2p(z) 浊 制 . 再 从 定理 4.6 


结论 为 真 . 
证 毕 


01485 Hammerstein 方程 解 的 存在 性 


-作为 定理 4.6 的 具体 应 用 ,我 们 先 来 考虑 抽象 的 Hammers- 
tein 方程 解 的 存在 性 . 然后 把 一 些 抽象 的 存在 性 结果 应 用 到 具体 . 
的 Hammerstein 积分 方程 上 去 . 

本 节 恒 设 头 为 自 反 Banach 空间 , 算 子 G: XX-> XX* ,KE (CX*， 
六 )， 证 明 抽 象 的 Hammerstein 方程 

‘TX— (Ko0z.0 ZE 已 (5:1) 

有 解 的 关 健 是 .把 方程 (5 1) 化 成 Dert 空间 申 的 一 个 等 价 方程 。 
:为 兹 我们 对 空间 六 和 作 如 下 假定 : 

(Pp1) 存在 Hilbert 空间 五 ， 使 得 卫 是 万 的 秋 子 集 ， 且 存在 - 
6 之 0, 使 得 zlsy<clzix(zEX), 此 处 十 上 和 上 x 分 别 表示 空 潮 
* 208 = 


石和 X 的 范 数 . 
在 假定 (pi) 之 下 ， 泛 函 pEH* 在 了 上 的 限制 p|x 是 X* 的 元 
天 ， 因 此 ,YEH*,zEX 有 
(lon am< lplalzlsSclolarlzle 
可 见 , H*CX* 且 pixixx<clglsx， 此 外 ， 因 XX 自 反 , 在 及 * 上 
取 零 值 的 六 * 上 的 泛 消 必 为 零 泛 孙 , 从 而 , 由 Hahn-Banach 定理 ， 
甩 * 一 X*, 旧 及 * 在 X* 中 向 密 ， 因 万 * 及, 故 
XCHCX* 
- 媒 在 天 ”中 稠密 日 Nuilx*<ciu|sp(u€8). 

(pz) 了 一天 5E525( 厅 ) 是 中华 的 由 Czy x) 之 0 (em). 

按 Hilbert 空间 线 件 算 子 理 论 ， 存 在 工 的 正平 方 根 臣 ， 好 工 
4 文献 [的 第 二 册 ，189 
9)， 有 了 以 上 准备 , 我 们 有 下 列 的 算 上 分 解 定理 

定理 5.1 在 假定 (pi1) 和 (FP2) 之 下 ,存在 BEB (X*, 右 ), 使 得 

Br-:AH kK::B*op. : 


证 纪 由 假设 (ro) ,在 在 4= 0 4 自 伴 ，CAx, x》 之 0 
《zE17)， 依 假设 (ps) 所 得 之 结论 ， 在 在 4 的 唯一 洲 线 BEB(X, 
如 )， 从 而 , 共 圈 算 子 B+EB (五 ， a 

今 证 B*==4， 为 此 , 任 下 固定 的 zE 玉 . 根据 假设 (pi), 五 = 到 * 
CX*， 甩 * 二 X+ 及 算 子 扩张 定理 ， 泛 函 (4z, :)# 可 扩张 成 we 

。 因 斑 自 反 ， 故 可 视 wp。 为 了 中 的 元 素 ， 再 注意 到 XCH, 则 
对 任何 8 玉 , 有 

《Az, I p= (Pas Y) Cryy xt) = (PasY) rs x*) = Pzs YN pe 
岂 此 得 Az=gs€ 革 (zk 妨 )， 这 意味 着 (4) CX， 因 此 ,4E 多 (HH， 
X)， 此 外 ,对 固定 的 z《 甩 ,<y, 4z)s 二 CBy, zy， 由 于 及 在 XX* 中 
入 密 ， 河 以 对 任何 2 ESE* 有 
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(Ys, 4Z) (xs x*) -= 《BY, 2) 人 
典 只 二 筑 守之 定 必 基于 
A. B*. A 
后 , 浪 洪 货 半 BroB5X* mX> 最 然 它 是 线性 连续 算 子 ， 因 
Blin B* ti4, 淫 对 一 团 x&H, 丰 | 
四 CB*oB) zx: A(Ar) = L7 : 
HKCB*oB) [y=L -{y 曙 于 和 在 这 * “中 稠密 ; 才 法 BraB 二 胡 . 
证 毕 
利用 定理 5.1 所 定义 的 算 妆 生 与 了 在 Hilbert 空间 恕 菠 腊 


方程 - 
wu— (BoGo /Au 0 uEH : 《5.2) 
两 庙 作 用 4, 由 定理 5.1 得 | 
Au— (KoG) (Au) .0 (5.3) 


以 上 说 有 明 , 若 * 是 方程 (5.2) 的 解 ， 测 x - 42 是 Hammerstein 方 
积 《51 的 解 , 因此 ， 我 们 只 志 研 究 方 种 (2 的 解 的 存在 性 ， 下 
面 我 们 利用 偿 度 映射 理论 来 处 再 方程 人 (5.1). 
”定理 5.2 设 G:X->X* 是 梯度 映射 ， 则 1 一 BoGo4: 旷 > 有 
也 息 梯 度 上 映射 . 
; .证明 . 没 p 为 6 的 势 江阴 , 令 


WD da gD) 上 

其中 二 如 定理 51 中 骸 定 义 ， 于 gp 是 好 ;44 ' 避 ) 友 

饶 锁 毁 则 ,也 是 G- 可 微 的 且 对 任何 如 性 有 i 
四 .OA 


(2 h= : Wp) ;hy 
四 一 = (u, 轧 - 一 - lim. 1 (g(a. | Ab) —{Au) 
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Oo OR BH) 
= (Ui CB oox) 2s 而 .,- 1 
i 是 1 一 BoGe4 的 势 渤 国 ， a 
访 毕 
训 们 还 需要 关于 算 子 的 正 于 方 根 手 一个 绪 架 . 2 
引 理 5.1 设 玉 为 实 Hilbert 空间 , 工 : 久 ->XX 是 正 的 自 共 锯 
线性 紧 筑 子 ， 区 | 和 禄 生机 说 三 全 线 樟 蛇 算 闻 ， 
证 明 ”我们 只 需 考虑 区 是 龙 穷 纹 的 清 彩 ， 记 ， 少 ( 和 证 工 的 
震 宅 间 , 站 为 党 宇 为 沁 起 /的 全 从 本 从 人 和 一 0，{enj 和 


Gy 


本 了 于 人伦 人 宛 则 ， 和 


p39 oe . VaEX 


Ts 


其 中 PE 衫 所 线 相 算 - 了 的 请 理 论 ， 


Lz= Es nd ove, 


De= De :Sy RY X14 


她 之 并 


并 训 Sr Gr edew Brt DL V/A; bX, C87 84. 
个 证 成 喘 有 界 集 为 列 肾 集 ， 设 如 是 六 的 有 界 集 ， 当 ze 
中 Bessel 不 等 式 , 有 | 


本 主人 
TR = SY VA, eve 
i=n+l 
因为 1->0, 故 存在 anE 少 ,使 得 当 'zE 娃 ,有 
IR rh 4 稚 。 让 一 而 杂 (5.5) 


9 we 


把 Bu={SnzjzEB)} 看 作 双 的 2o 维 子 空间 8” 中 的 子 集 ，&” 的 
基底 是 een， 由 (5. 人 mo 是 BE" 中 的 有 界 集 ， 
即 在 B" 中 列 紧 ， 所 以 有 B,, 的 号- 网 人 br， ,ym}， 根 据 (5.4 和 
(5.5)， 它 是 了 (B) 的 e- 网 . 
证 毕 
现在 回 到 抽象 的 Hammerstein 方程 解 的 存在 避 题 . 
定理 5-3 设 
(i) 对 为 自 反 的 Banach 空间 , 存在 Hilbert 空间 召 ， 使 并 
在 五 中 黎 密 有 存在 c 汪 0, 使 
lz1hs<<clzly VzrEX 
(i KE 妇 (X*, 于 ), 工 二 KK15E8( 困 ) 是 正 自 伴 的 且 荆 为 紧 ; 
Gii) G: 和 -> 和 * 是 梯度 映射 ,其 势 泛 函 p 连续 ,此 外 ，. 
2(z) alzl2 上 821z Tc， YrEX 
其 中 bcEB' 任意 ,alZ1< 寺 ,0<r<2， 


删 Hammerstein 方程 s 一 (Ko。G)4=0 有 解 . 
证 明 按 定理 5.2， 映射 1 一 BoG。4 是 梯度 映射 ， 势 泛 函 为 


和 (D 二 了 的 坊 一 p(Aw), WE 及 小 中 第 二 项 是 弱 下 半 连 续 的 , 由 


引 理 5;1, 因 工 紧 ， 改 4= 于 也 紧 ， 从 面 4 映 弱 收 盆 列 次 强 收 估 
列 ， 而 9 连续, 于是; Fy ws ER; PAus) > (A , (n> 
co)， 当 然 一 p(4) 也 就 把 弱 收 敛 列 映 成 收敛 列 ， 由 此 ,$ (WD 也 是 
弱 下 半 连 续 的 ， 办 42 = 1442 及 《iii) ,有 a 


yD Cw 一 1A 及 一 B14u 有 一 
>(3~ oD BAL ll eo 
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故 包 强制 ， 由 定理 3*5, 方 种 < 
4 一 (BoGoA)u=0 
有 解 , 从 而 Au 为 u 一 (K。G)wu= 9 之 解 . 
证 毕 
若 一 G 单调 , 则 可 去 掉 关 于 大 的 紧 性 假设 . 
定理 5.4 ” 设 在 定理 5.3 中 , 涯 不 要 求 二 紧 及 势 泛 函 连续 ,而 
要 求 一 G 单调 , 其 余 条 件 都 满足 , 则 Hammerstein 方程 
u— (KoG)u=0 
证 明 不 难 验 证 此 时 梯度 映射 T=Bo。GoAh 满足 定理 47 
假设 . 
”证 毕 
现在 把 上 述 关 于 抽象 的 Hammerstein 方程 解 的 存在 性 结果 
用 到 有 共 体 的 Hammerstein 积分 方程 ， 设 CEB" 为 有 界 Lebes- 
gue 可 测 集 ,考虑 非 线性 -Hammerstein 型 积分 方程 : 
ur)— JoK(z,y)g9 (Yu) dy =0, rEN (5.6) 
定理 5.5 设 
(GD 线性 积分 算 子 i 
(Kw) (2) = JoK(s, Pulay ?EQ . :: 


从 到 (全 ) 到 ZXO) 连续 GO>>2, 万 十 二 = 了 ) 朋 对 一 场 (zx Wen x 


2, K(z,#) =K(y,7), K(x,y) >0; 

(ii) Caratheodory 映射 g 满足 

g(x, [Salz) tblul (2 WE XB - (5.7) 
让 中 az)L(Q),6>>0,. 此 外 ,还 满 是 


| gc, a)dz<aw: +6lwl"+e (5.8) 


其 中 aj)426o) 下 47E(0,2),b,c 是 任意 实数 

i) 1 i (2) =g (ru))), 
则 (6.9 在 忆 CO) 内 有 解 
“证 明 首先 注意 到 (CQ) CC2) 由 2) = 
大 (8)， 也 《22) -77(0). I 《5， 7) 式 ， Carataeodory 映射 
G:Lr(Q) > (0). 山本 章 定理 1.6， 让 劳 放风 是， 和 


ro | 人 ad iO) 
由 二 天 :2740(8) -02) 必 在 在 有 ZI) > 大 (2)，4: 天 (条 汉 
(0; 使 笠 - 攻 "4B 于 是 由 个 必 )5: 擅 摧 式 竹 ， 二 


WD = 0) pA 
i 站 en gm dp 
or ol 1 Ca 四 | ， 
>( 于 - a :os a 


lr : 国 . 
这 是 由 于 ZL=Klzs A= | 1Au (CD [dr WAU A 


Ha 的 销 襄 ， 交 此花 坎 小 强 油 ， 闪 二 此 ， 则 从 定理 5.3 知 方 
各 6- 国 在 天 CO 和解; 若 一 全 革 调 ; 则 从 定 弄 54 得 结论 


i 二 此 
满足 定理 5: 5 的 假设 全 的 Kg 你 为 正 的 对 铭 术 ， 最 后 


我 们 指出 , 当 | | (用 (za <og 出 ， 二 各 | 是 匡 的 ; 
若 YzE9,9(z,") 单 调 不 增 : 则 一 Gt 音调. 
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$6 极 小 化 序列 


变 分 学 和 最 优化 的 中 心 问 题 是 求 定义 在 Banac1a 空间 的 某 子 
集 Q 上 的 泛 图 9 的 最 小 值 点 ， 本 节 讨 论 最 小 值 点 的 逼近 问题 
定义 6.14 设 王 是 拓扑 空间 ,2CX,op 是 人 上 的 实 泛 函 ， 若 
存在 {zn} C0, 使 得 
pz) —>infp (7) (n>00) 


囊 称 {zs} 是 极 小 化 序列 . 
首先 碰 到 的 一 个 问题 羡 极 小 化 序列 {z} 的 收 仑 性 ， 当 然 可 以 
考虑 不 同意 义 下 的 收敛 ， 如 果 2 弱 列 紧 ， 则 有 子 列 {z,}，z,, 一 
w， 若 gp 在 2 上 还 是 级 下 半 连 续 的 , 这 样 ,就 有 
p(w) < ln? (zm) = lim 9 (xn) = infg (2z) 


车 再 没 22 序列 式 弱 闭 , 则 wEQ， 从 而 ,有 极 小 化 序列 的 一 个 子 列 
弱 收 敛 于 gp 的 最 小 值 点 ， 为 了 能 够 运用 变 分 方法 , 我 们 的 兴趣 在 
于 : 泛 函 的 最 小 值 太 也 是 临界 点 的 情形 我 们 简称 这 种 点 为 临界 
最 小 值 点 . 

定理 6.1 设 扎 为 实 自 反 Banach 空间 , 实 泛 国 wp 在 上 是 

如 -可 微 ,强制 和 严格 凸 的 ， 则 p 的 任 一 极 小 化 序列 加 收敛 于 w 的 

玲 一 临界 最 小 值 点 . 

证 明 ” 按 假 设 ， 由 定理 3.5， 活 函 p 有 无 条 件 局 部 极 小 值 点 

vo， 因 为 9 是 G- 可 缴 的 , 故 由 是 op 的 临界 点 ， 实 际 上 , w 是 9 在 
训 个 只 卫 上 的 最 小 值 点 . 

先 证 每 一 极 小 化 序列 {zo} 是 有 界 的 ， 若 不 然 ， 设 (zj 无 办 于 
于 是 有 {zn} 了 zn 二 KCEENV)， 中 的 强制 性 ,存在 ”>p(w) 一 
ipfg(z) 及 KEAN， 使 得 湖 % 坟 时 ,有 (za) 之 7, 从 而 出 现 巴 盾 
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的 结果 
inf (2) = lim p(n,)27 >infg(x) 
注意 到 已 经 证 明了 {z。} 有 界 和 六 自 反 的 假设 , 存在 zoSX 及 
{zr}， 使 得 zi 一 zo(%X->co0)， 从 而 ,由 于 包 是 Pp 的 最 小 值 太 及 六 
的 弱 下 半 连 续 性 得 
P(x0) 之 p (20) = inf (xn) 之 (zo) 
所 以 , p(zo) 一 p(w)， 因 为 @ 是 严格 凸 泛 函 ， 故 最 小 值 点 是 唯一 
的 ， 由 此 得 ro= vw. 
最 后 , 我 们 来 证 明 不 仅 za, 一 w, 而 且 zn 一 w (rn 一 co0)、 若 不 然 、 
不 妨 设 zn) 一 2 一 co) 则 
V0) < lim p(n) = lim p(s) = lim gp(zoe) 一 P(w) 此 与 最 
小 值 点 的 唯一 性 相 蔬 盾 . 
证 毕 - 
如 果 把 定理 6'1 中 对 9 的 严格 凸 假定 , 换 成 dp 强 单 调 , 则 可 
得 极 小 化 序列 是 依 范 数 收敛 的 . 
定理 6.2 设 义 为 自 反 Banach 空间 ， 实 泛 函 9 在 上 0G- 
可 微 且 dp 有 界 强 单调 ,dop(.) 在 卫 上 是 半 连 续 的 ， 则 9 的 任 一 
极 小 化 序列 按 范 数 收敛 于 mp 的 唯一 临界 最 小 值 点 . 
证 明 由 假设 及 定理 3.3 知 ，9 强制 ， 注 意 到 定理 6.1 的 证 
及 过 程 中 ,8 的 严格 凸 性 只 是 用 来 保证 最 小 值 点 的 唯一 性 ， 而 dy 
强 单调 保证 了 临界 点 的 唯一 性 ， 因 此 ， 据 定理 6.. 每 一 极 小 化 序 : 
列 {7, 都 弱 收 化 于 的 唯一 临界 最 小 值 点 w， 在 式 
PKxw —P WV) — (dP (Ww), xs — ww) 
=[ (dr (wté (rs 0)) dp (ww), rn —w) dtclr, —wl? 
中 , 令 n>c0, 即 知 74 一 >w， 
证 毕 
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.下 面 我 们 用 著名 的 Ritz 方法 构造 极 小 化 序列 ， 先 假设 
，,， (一) 在 六 内 有 线性 无 关 点 列 {v"), 使 得 天, 其 中 


二 Span{91…04}， 此 外 , 设 实 泛 函 9 在 互 上 G- 可 微分 、 强 制 且 
在 每 一 B, 上 是 下 半 连 续 的 . 

因 9 强制 , 故 存在 ” 盖 0, 使 当 zi 二 ?时 , p(x)>p (0)， 又 因 
到 中 的 球 Bz,(0,7) 紧 ， 而 9p 在 此 球 上 下 半 连 续 ， 故 存在 wsE 
Bs,(0,7), 使 p 在 此 球 上 于 ws 取 最 小 值 ， 因 为 当 1z1 宕 ?时 ,9 (x) > 
(0) 宇 9 (ww)， 帮 于 wa 取 局 部 极 小 ,其 实 ,20s) = ming (2), 
因此 ， 


pw) =infg x), wn= Dov (6.1) 
TekEs 1=1 


由 于 Pp 是 G- 可 微 的 ， 故 dp (ov) 一 0, 即 (Co (w,), h) =0(hEE,), 从 
《6.1 得 


(=(2 Qj ) oo nEN (6.2) 
j=1 


显然 {w,} 线 性 无 关 ， 

今 证 {wn} 是 极 小 化 序列 ， 为 此 , 再 补充 假设 

(二 ) 存在 >>0， 使 得 p(z) 过 >(zEX) 且 -0 在 瑟 上 是 下 半 
连续 的 . 

因 2 下 方 有 界 ， 故 inf9p (x) 一 a 存在， 对 9 之 任 一 极 小 化 序 


列 tzo CX, 由 于 一 2p (un) 十 xs 一 (oo)， 所 以 一 2p (uw) +a 一 名 
挟 一 pa)(E. 信 )， 由 一 2 于 半 连 续 , 对 每 一 2E., 存在 mm>>0, 使 
当 2EBx Uns rn) ,CEP 29 0) -0 上 由 关于 空间 对 的 


假设 ,对 每 一 xEW; 可 选 zxEBy Cun #4) 站 万 ,从 而 4 三 9 (21) 二 2 
217 . 


bun) 一 a 二 名 ， 仿 1>00, 注意 到 {ur} 是 极 小 化 序列, 知 {zo 也 为 


极 小 化 序 现在 考虑 满足 条 件 (6.1) 和 (6.2) 的 Ritz 序列 人 wn}; 
则 有 1 
wpP(WOn) EP (Fs) 
令 ?co 得 p(on) 一 0 故 {usj 也 是 极 小 化 序列 . 

总 之 ,从 以 上 的 讨论 及 定理 6.1 得 

定理 6.3 设 六 为 实 白 反 Banach 空间 且 存 在 线性 无 关 序 列 


fow) CX 使得 所 一 这 ,其 中 Bspan fpso， 此 外 , 设 实 
泛 国 在 上 G- 可 微 、 强 制 、 严 格 凸 由- 一 下 于 连续 ， 则 Ritz 
序列 
-Do nEN (6.3) 
总 收 伍 于 9 的 唯一 临界 最 小 值 点 ,其 中 "满足 Ritz 方程 组 
( Pb 加 } “)- 0 k=1,2,.,n 《6.4) 


下 面 这 论 几 种 特 你 情况 . 

(i) 如 果 用 dp 在 互 上 上 强 单调 来 代 趟 wp 的 强制 性 和 严格 凸 
性 , 则 由 定理 6.2 可 推 得 Ritz 序列 (6.3) 按 范 数 收敛 王 唯一 临界 
地 小 值 点 ， 

di) 若 导 映射 &p() 是 线性 的 , 则 Ritz 方程 组 (6.4) 具有 更 
简单 的 形式 ， 设 六 为 可 分 的 Hilbert 空间 ,五 是 三 上 的 有 界线 性 . 
委 华 算 子 且 存 在 c>0, 使 得 CLz,x) 之 chzl?， 对 任 一 给 定 的 yEX、 
定义 泛 函 

POEL Ye EX 
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取 {o} 是 瑟 的 就 范 直 交 系 .由 关于 算 子 工 的 假定 , 易 知 p 是 强制 : 
的 ,连续 的 ， 又 9 是 G- 可 微 的 且 dp (zx) 二 Lz 一 y，d?g 二 L， 显 然 
dp 有 界 . 根据 定理 4.5，dg 强 单 调 . 这 样 ， 由 上 述 的 特殊 情况 . 
GD)，Ritz 序列 {wn)} 依 范 数 收敛 于 p 的 唯一 临界 最 小 值 点 io 其 中 
w= Dla, 
=1 

而 Ritz 方程 组 

Sa (L000) = (ys v1) k=1, .nN 

#4=1 
是 含 未 知 量 12，…， ws 的 线性 方程 组 ， 这 个 方程 组 是 唯一 可 解 - 
的 , 其 解 组 成 的 wn 近似 于 w. : 

在 结束 本 章 之 前 ， 让 我 们 回顾 一 下 用 变 分 方法 解决 数学 物理 
门 题 的 基本 思想 ， 为 求 一 个 微分 方程 或 者 积分 方程 的 解 ， 变 分 方 
法 是 把 它 化 成 求 某 G- 可 微 沦 国 的 临 条 县 自然 要 提出 , 如 何 求 临 
界 点 呢 ?§ 3 已 经 证 明了 , 如 果 ze 是 o 的 局 部 极 值 点 , 则 zo 是 9 的 
将 界 点 ， 但 是 ,临界 点 未 必 是 极 值 点 . 何况， 在 具体 问题 中 , 判定 
极 值 存在 的 条 件 ， 如 泛 商 的 弱 下 半 连 续 性 ， 强 制 性 等 也 都 是 很 强 
的 要 求 ， 此 外 , 对 不 是 极 值 点 的 临界 点 , 本 节 所 讲 的 极 小 化 序列 方 
法 也 就 没有 意义 了 ， 近 十 年 来 ， 完 侈 有 别 于 上 述 方法 的 求 临界 点 
的 拓扑 A 获得 于 勃发 展 ， 特 别 足 A.Ambrosetti 和 了 . HH. Rab- 
inowitz 二 1973 TT 提 出 的 求 临界 点 的 山路 引 理 是 临界 点 理论 的 基 
本 结果 . Hany 1 于 对 由 路 5 理 的 研究 ,又 引出 一 系列 更 -一 般 的 极 
小 设 大 定理 ， 这 些 定理 不 仅 可 以 用 来 判定 临 界 点 的 存在 性 ， 而 且 还 
能 佑 计 鹿 界 点 的 个 数 ， 极 小 极 大 定理 和 山路 引 理 可 以 处 理 一 些 偏 
征 分 方程 问题， 本 了 不 讲 这 些 内 容 了 , 详 见 参考 文献 [10]. 
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习 题 
1。 设 卫 是 实 线性 赋 范 空间 ，f(z) 是 了 上 的 下 半 连 续 泛 函 ， 试 证 对 任何 
详 数 6， 水 平 集 - 
f“(e)={7|f(z) Soe} 


是 闭 集 . 和 
2， 设 卫 为 实 Banach 空间 ，1 (xc) 是 五 上 的 下 举 连 续 古 泛 函 ， 试 证 水 
f*(0)={rlf (x) ec} 
是 序列 式 弱 闭 集 ， 


3， 设 于 为 实 线性 空间 , 马 是 于 的 西子 集 , 产 呈 一 瑟 是 西 泛 国 ， 试 证 对 任 


n 
何 zi ,XE02， > 二 1,ti 之 0, 有 
i=1 


/(5) tz < 5 tifs (21) 
i=1 


i=1 

4， 设 XX 是 实 线 性 空间 ,是 了 上 的 严格 同 泛 函 ,xoe 驴 ， 试 证 对 任何 固定 
移 z 妆 9, 了 (zo 十 Ez) 对 t 是 [0,0o0) 上 的 增 函 数 . 

5， 设 外 为 实 Banach 空间 ,f: 邓 >B! 是 G- 可 微分 的 同 泛 函 ， 试 证 :f 有 
景 小 值 当 且 仅 当 df (wD 一 0 

*6， 设 且 是 实 可 分 赋 范 空间 , 2 是 了 的 共 罗 空间 下 +* 中 的 有 界 序列 式 弱 * 
闭 集 ， 试 证 : 2 上 的 弱 * 下 半 连 续 泛 函 在 人 上 下 方 有 界 且 达到 下 确 界 . 

7， 设 邢 是 实 Banach 空间 ,人 CX 是 序列 式 弱 紧 集 ，f 是 如 上 的 弱 下 于 
连续 泛 函 。 试 证 了 在 人 上 有 最 小 值 , 

8， 假 定 Caratheodory 函数 9g(z, 亿 对 几乎 每 一 ze 人 是 4 的 是 孙 数 ， 且 
满足 
lg Cz, <a(z) +51ul 
试 证 泛 锯 
- (四 一 | g(x, uo)) dr 
:是 而 泛 范 县 从 工 ( 旨 ) 到 工 ( 从 ) 是 弱 下 半 连 续 的 . 


8， 设 天 是 实 Hilbert 空间 及 上 的 有 界 自 上 其 圈 算 子 ， 4 二 了 ?， 又 设 G 是 
“a 220。 


五 上 的 势 算 子 , 共 势 泛 图 op 能 下 半 连 续 , 是 存在 > 盖 0, 使 得 
<G (Au, Aw< 有 PE 当 lyl=r 
试 证 方程 一 (和 :200 一 8 在 五 内 有 有 解 ， 
19， 设 XX 为 实 自 反 Banach 空间 ,人 一 开 足 序列 式 弱 紧 集 ,GCC 天 是 开 集 
且 吕 CG， 了 足 @G 上 的 台 下 半 连 续 泛 苑 ， 又 设 {zyC 和 满足 pz 9)->0 
(zco) 及 了 zinf 太 o)， 试 证 {zo} 的 所 有 弱 极 限 点 属于 22, 并 且 了 在 
4 上 至少 有 一 个 极 小 值 点 ， 如果 在 包 内 仅 有 一 个 极 小 值 点 ， 比 如 说 x*， 风 


Zn XT*(R—>00). 
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第 五 章 单调 映射 


”在 非 线性 饮 函 分 御 中 ， 单调 算 子 理论 的 研究 已 有 二 十 多 年 的 
.历史 ， 特 别 是 自 反 Banach 空间 中 的 单调 算 子 理论 已 发 展 得 相当 
成 熟 ,成 果 非 常 丰富 ， 这 些 理论 在 非 线 性 偏 微分 方程 边 值 问题 , 非 
:线性 积分 方程 、 最 优化 和 控制 理论 中 有 很 广泛 的 应 用 ， 变 分 学 中 
出 现 的 很 多 算 子 也 是 单调 算 子 ， 单调 算 子 理论 与 变 分 不 等 式 有 紧 
密 的 联系 ， 自 从 Brezis 于 1968 年 引入 伪 单 调 映射 以 来 ， 人 们 已 
-经 研究 更 广泛 的 所 谓 各 类 单调 型 映射 。 近 年来， 许多 文献 对 单调 
- 算 子 方程 数值 分 析 理论 也 进行 了 深入 的 研究 . 


1 单调 映射 
1.1 次 微分 
从 本 节 开 始 , 我 们 要 讨论 多 值 映射 ,首先 来 介绍 有 关 多 值 映射 
:的 一 些 概念 、 设 1 为 一 集合 ， 用 2 表示 了 好 的 所 有 子 集 构成 的 
集 ， 设 和 ,了 是 两 个 集合 , 用 了 :外 (7)CX->27 表示 开 到 了 的 多 
值 映 射 ( 集 合 值 映射 )， 
记 
DT)= {rEXITrEY} 
RT) = {EY |yETY, rED(T)) 
G(T)={[z,9JEX XY|zEDT), yeTx} 
分 别称 为 了 的 有 效 域 , 值 域 和 图 形 . 
本 章 仍 用 5" 表 实 数 域 ,用 如 表 ( 一 co, -+ co], 并 约定 
， 928 


co 二 (一 co) 一 0,0.ce=0. (一 co) 一 0 

滩 函 p:COCX 一 万 称 为 正则 的 (proper)， 是 指 对 一 切 xEC， 
oz) > 一 co， 且 至 少 有 一 点 xzEC， 使 p(z)<co， 即 g% 不 便 等 于 
十 co， 我们 用 

domgp= {xEX I9 (2) <o00} 
表示 9p 的 有 效 域 . 

设 8; 妇 (5)CX->27， 若 侈 (T)C 允 (8), 则 称 映射 8 是 ?的 
扩张 .在 容许 映射 多 值 时 ,对 任何 喘 射 了: 狗 ( 门 CX->27 总 有 逆 
映射 也 -1 多 (TCY->27 存在 ,定义 如 下 ; 

T-'y= {rEX |yETz} 

以 后 把 单 值 映 射 称 为 算 子 ， 此 时 ， 对 任 一 xE 妇 CT), Tz 是 单 
点 集 ， 

在 十 典 分 析 中 我 们 知道 函数 f(z)= |z| 在 z=0 处 是 不 可 微 
分 的 ,图 数 了 的 图 形 在 坐标 原点 (0,0) 不 光滑 ， 但 此 沙 数 在 z=:0 
处 仍 有 极 小 ， 对 不 可 微 函数 如 何 求 极 值 呢 y 如 果 利 用 更 能 的 微分 
概念 , 即 所 谓 次 微分 , 仍 能 判定 它 有 极 值 . 

设 革 为 实 线性 赋 范 空间 ， 现 在 引进 正则 泛 锁 的 次 微分 概念。 
它 在 单调 算 子 理论 中 是 极为 重要 的 . 

定义 1.:1 设 p: 了 X>! 是 正则 泛 函 ，zEX。 若 存在 JE 
使 得 . 
pW —p(s)f,y—7) VyEX (11) 
则 称 (lz) 于 点 z 是 次 可 微分 的 .此 时 ，f 称 为 2 (2) 在 2 点 的 次 
梯度 点 z 处 的 所 有 次 梯度 的 集合 用 3p (z) 表 示 , 称 为 p(z) 在 点 
z 处 的 次 微分 (subdifferentiaD， 若 99p(7?) 二 名 则 w(z) 在 2 点 
不 是 次 可 微 的 ， 不 等 式 (1: 了 虽 做 次 梯度 不 等 式 . 

定理 1.1 设 针 为 实 线 性 赋 范 空间 ，9 为 上 的 同 江 孙 ， 车 - 
9 在 z 点 处 G- 可 微 , 则 它 在 z 点 处 次 可 微 , 且 39 (x) = {9p'(z)). 
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证 明 由 的 同性 ,有 
prti(y—2)) Sz) + toy) — (7)], 
ryEX, 0<t1 
于 是 
TIP(etily—o)) p(s)]<p(y) —p() 


令 1->0, 则 由 定义 得 9' (2) E99 (z). 
反之 , 设 fe39, 在 不 等 式 (1 中 取 # 一 2 十 42 得: . 


Pt —p()] FD zeEX, 1>0 


天 而 对 所 有 zEX, 者 有 (9'(2) 一 了 ,2) 关 0, 即 f=9' (2). 
证 毕 
关于 定理 1.1 的 逆 , 有 下 列 结果 : 设 p 为 了 上 的 凸 泛 函 ， LS 7 
处 连续 ,并 且 2p (z) 只 含有 一 个 次 梯 讼 ， 则 在 < 处 G- 可 微 ， 
角 见 参考 文献 [11]. 
次 微分 的 性 质 : 
(p1) 对 任 一 <EX, 集 合 p(x) 在 X* 内 是 凸 的 和 弱 * 闲 的 . 
(p:) F(a9) Cdomy. a 
(po 9 在 zcE 人 (3g) 处 取 极 小 值 所 >6cap(D 
性 质 (p)) 提 到 的 39(z) 是 弱 * 闭 的 , 系 指 集合 ap (z) 在 区 * 中 
关于 弱 * 拓扑 是 闲 集 , 至 二 本 章 涉及 到 的 弱 折 扑 ， 弱 * 折 扑 等 概念 
见 第 一 章 $ 8. 
。 事实 上 , 对 国定 的 yEX, 由 次 梯度 不 等 式 知 | 
p= [YEX*I Gy) py) 9p))} 


政 3ap (加 是 是 聘 * 闭 的 ， 另 两 条 性 质 是 显然 的 . 
由 次 微分 的 定义 ,容易 看 出 还 有 下 列 性 质 
《PD Y4>0309)=490 【 正 齐 性 ). 
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1.2 单调 映射 
除 特殊 声明 外 ， 以 下 恒 设 耻 为 实 Banach 空间 ,XX* 为 其 共 轮 
空间 .- . 
定义 1.2 喘 射 7 eh 全 
何 z,yED(T) 及 fETz,9ETY, 不 等 式 <，… 
(f—g,7z—Y) 0 人 
恒 成 立 、 车 当 (f 一 gz 一 从 二 0 时 ， 必 有 x= 区 称 了 是 严格 单调 
的 。 当 多 为 单 值 瑞 射 时 ， 称 了 为 单调 算 子 . 
堵 算 子 瑟 多 (L)CX->X* 是 线性 的 ， 则 工 单 调 当 且 仅 当 工 
是 非 负 的 , 即 
(Lx, 7) 守 0 VrED(L) 
显然 , 所 有 单调 映射 的 全 体 在 加 法 运算 下 是 封闭 的 , 
例 1 设 w;B'->B8' 且 yp(z) 单 调 不 减 , 则 由 
Tz=[9(z—0),9(zt+0)] ., xzED(p) 
所 定义 的 映射 7: 到 ->25 是 单调 的 . | 
例 2 设 g: X>B 为 次 可 微分 正则 泛 函 . 我 们 来 证 明 映射 
3p: 久 (9p) CX->2x” 是 单调 的 ， yjsap(z) 及 gcap())， 有 
PD PD YT), (7) 一 (>(9,7— -的 - 
两 不 等 式 相 加 得 ， 
(f—g,7—Y) 20 Va,yED (0p) 
例 3 设 矿 为 Hilbert 空间 ，4; SVENTE 为 韭 扩 展 
算 子 : 
14z— Ayl|<hz—y!, Vx, yE D(A) 
则 映射 T=1 一 4 是 单调 算 子 ,其 中 了 为 恒 同 算 子 ， 
Hilbert 空间 上 的 单调 映射 具有 如 下 特征 ; 
命题 1.1 设 鼠 为 Hilbert 空间 ; 财 到 DTITCH->2 单调 壬 
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且 仅 当 对 任何 zyE 杀 (7),fE7az,gE73 及 1 之 0 都 有 
(xz 一 9 -+t(f—9) 1z 一 外 
:证 明 : 设 多 单调 , 则 从 : . 
Ie- D+ eg 
得 : . ， 
[a DHL- I> 1a—91, VEs, f1, [y,9]€S (7),4>0 
反之 , 从 上 列 不 等 式 得 . 
2 人 一 gx 一 分 十 丰 f 一 9 有 0 
令 1 一 0, 即 知 了 是 单调 的 . 
证 毕 


1.3 局 部 有 界 性 与 半 连 续 性 


局 部 有 界 性 是 单调 映射 的 基本 性 质 - 为 证 明 此 结论 需 做 下 面 
的 准备 工作 . 

定义 1.3 ”映射 7: mc >2r* 称 为 在 05 如 (7) 是 局 部 
有 界 的 , 是 指 存在 re 的 邻 域 0 使 得 集合 

2(ZD= {fiLy, EGS(T), yev} 

在 X* 内 有 界 . 

引 理 1.1 设 {z,} CX，{f) C 和 5，zr->0，1f->co， 则 
Vp>0, 存 在 zE8(b,P)(B(9, p) 表 示 以 0 为 心 ， 半径 为 p 的 半球 ) 

及 {sn)， 人 fj 的 子 列 fr 中 { 思 中 ， 满足 
Jim (fs,, to,—2) = —o0 | 

证 明 车 结论 非 真 , 则 对 任 一 zEB(0, p), 有 常数 c-, 使 得 对 一 

蕊 RE.A， (fr, xn 一 2 之 0z。 对 任何 &c .集合 
B= {uEB(0, p) 1 (fo zo): 一 1， zc 可 

是 闭 集 , 基 且 万 (0, o) = .到 由 于 巨 (9， 吕 本 身 也 县 完备 距 训 
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人 锚 间 ,按照 -Baire 纲 定理 ,存在 9 六 0, yEB(90, p) 及 koE.V， 使 得 
B(y,7)CBs, 记 c-y=c, 又 有 | 
(fn, 2z. 十 #y 一 切记 c 二 to， VnEN, EB 


作 P= 各 glue 现在 取 au 使 当 之 mw 时 ,1zo| < 了 
对 sn 之 no 及 vEF,, vl < 有 
4 一 2zn +Yy—vEB(Y, 7) CE 
(tw 人 9 六 e 一 各 因而 序列 {fos 中} 在 B(0, 于)n Po 上 有 有 界 ,由 于 


By, 7?) CB 所 以 B(0,3 二 cm 
这 样 ，{(f,,2)} 在 5， 了 ) 上 有 界 ,当然 在 个 B(0,7) 上 也 


有 加 从 而 , {1 由 有 界 ,此 与 假设 和 盾 
本 证 毕 
定理 1.2 车 7T; oer, 则 了 在 (名 (7))* 上 局 部 
有 界 . 
证 明 ”假定 在 点 zoE (如 (7T))*,T 不 是 局 部 有 界 的 . 因为 经 平 
移 昔 调 性 不 变 , 我们 可 假设 zo=9， 于 是 , 存在 序列 {zs} CC 乡 (T)， 
zn>9, fnETzn, 而 上 1>co. 由 引 理 1.1， 存 在 {x,}，{f,} 的 子 列 
{zn {fs 2EB 0, NMED), 使 得 lim(f zr 一?) 一 一 oo 
任 取 9ETz, 从 也 的 单调 性 得 
(fass Tns—2) (9, xn—2), VjEN 
但 (9, x, 一 z) 下 方 有 界 ,这 是 矛盾 的 . | 
2 证 毕 
从 定理 172 知 ， 对 任 一 zE( 杀 (7))"， 象 集 mz 是 Xe 中 的 有 
界 集 . 人 
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命题 1.2 . 若 线 履 算 子 工 : DOCH 次 连续 ; 则 .七 述 


证 明 ”只 需 证 明 无 在 9EX 光 续 、 车 不 然 ， OD 
zn>0, 及 En 他 0, 使 得 对 一 转 aE4 ,Lznl 之 eo 令 i 二 zn i, Yn = 
sz 于 是 gr->6. 而 四 | 
[Lysl|=t, Lael Sets > 
此 与 世 的 次 连续 性 矛盾 ， ” 

证 内 

我 们 知道, 关连 续 算 子 必 为 法 的 ,一 上 情况， 相反 的 结 
论 未 必 正 确 ， 但 我 们 有 i | 

命题 1.3 设 民 是 实 自 反 Banach 空间 ， 7, DCX>X 
单调 且 半 述 续 , 则 也 在 (名 (7))* 上 次 连续 . 

证 明 设 xE( 儿 (7T))°, {zn}C( 急 (7))",zn->z; 由 定理 1。 .2 序 
列 {Tzxs} 有 界 . 由 于 耻 的 自 反 性 , 不 妨 假 定 Tzx, 一 fEX*. 在 不 
等 式 

(Tx — TY, ra—Y)0 VyED(T) 
中 取 极 限 ,得 到 . . 
(f—Ty,7—D20 VyED(T) (1:2) 
因 ( 儿 (7T)》" 是 开 集 ,所 以 对 任何 wEX, 存 在 六 > 之 0, 使 得 对 所 有 4E 
(0, 1) ,二 2 十 tuE(B(T))?， 在 (1:2) 式 中 用 yy, 代替 y, 有 

(f —Ty,, zy)20 
令 1->0， 由 于 的; 半 连续 性 ， 得 到 
FTi WE0” (VueX). 

于 是 Tz=f. 因而 Tx 一 7z, 所 以 包 是 是 次 连续 的 入 
. 证 毕 

推论 : 设 演 为 有 有 限 继 赋 和 范 空间 ， 阁 瑟 于 XX* 单调 且 半 连 
续 , 则 全 在 和 上 连续 ， 
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车 线性 算 子 L: 和 -> X* 单调 , 则 工 必 为 连续 的 ， 实 际 上 ,线性 
算 子 必 为 半 连 续 的 , 由 命题 1.3 知 工 次 连续 , 再 由 命题 1.2, 卫 连续， 

第 四 章 定理 4.2 表明 ,车 9 是 G- 可 微 诈 范 ， 则 中 是 凸 泛 函 等 
价 于 G- 导 映射 gp 单调. 


52 正规 对 偶 映 射 

2.1 局 部 一 致 凸 空间 

第 二 章 8 3 我 们 讲 过 严格 冉 范 空间 与 一 致 止 赋 范 空间 的 关 
系 。 现 在 我 们 讨论 介 于 这 两 种 空间 之 间 的 一 类 赋 范 空间 . 

定义 2.1 设 了 为 线性 赋 范 空间 ， 若 Ve>0 及 zEX，1z| 
=1，38=6(z，e)>0， 满足 VyES= {zxEXllzl=1}， 有 lz 一 
> 一 >|3 引 去 1 一 6, 则 称 开 为 局 郁 一 致 止 空间 . 

由 定义 和 第 二 章 定 理 3， 上 1 立即 知道 一 致 由 一 > 局 部 一 致 上 
一 这 严格 上 

- 我 们 称 


B00) = int C29) 0<e<2 


llz~ sll>e 
为 局 部 一 致 凸 模 数 ， 容 易 看 出 : 
Banach 2 J 一 致 山 <> VrES,6(x, Ee)>0 
引 理 2-1 设 钱 为 Banach 空间 ， 则 兰 是 局 部 一 致 是 的 充 要 条 
件 是 VzES 及 {za)?1 C8, 当 上 zs 二 z1>2 有 时， 必 有 x。 一 zj>0. 
证 明 必要 性 因 斑 局 部 一 致 止 , 所 以 有 6(z,e) 污 0， 从 次 和 由 
2 一 |zs+z 上 D>0 得 jz。 一 zl->0. 
充分 性 ， 设 当 jz，。 十 x1->2 时 , 必 有 47 一 zj->0, 于 是 ， 当 4， 
一 2j 宇 e >0 时， 必 存 在 a:0<<a<2， 使 得 lx, + xi<a(n 二 1，2， 
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3， 0), 可 见 ， 模 数 lz, a)>0, 即 久 是 局 部 一 致 吕 的 . 
关于 局 部 一 致 凸 赋 范 空间 我 们 有 上 下面 的 结果 . 
命 古 2.1 设 六 为 局 部 一 敦 册 Banach 空间 ， 在 关内， 一 7 


且 |z 上] 有 则 x.—>z. 


证 明 当 z*=0 时 ， 显 然 ， 今 设 jz 之 0 对 足够 大 的 可 令 
+ 显然 1 有 y= 1, ys—y. 由 此 ,yo 十 8 一 22 


zy 二 亲 ] 


2=2|yl<limly, +yl <Taly, ty 


Slyl ilimly,.l=2 


所 局 十 所 ->2， 由 引 理 2.1，1g， 一 引 ->0， 即 冯 打 到 让 因为 


让 >jz|， 故 zu 一 >Z. 
证 毕 

关于 自 反 了 Banach 空间 ,有 下 列 深 刻 的 结果 

定理 2.1 (Asplund. E) 设 和 是 自 反 3 空间 ， 其 范 数 为 小 外 财 
在 在 X 二 的 等 价 范 数 朴 及 使 得 关于 此 范 数 ， 马 是 严格 凸 的 ， 且 对 共 罗 范 数 
扩展, 瑟 * 也 是 严格 西 的 . 

出 了 于 这 条 定理 , 对 自 反 Banach 空间 的 严格 凸 假设 ， 常 常 不 是 本 质 的 限 
和 制 ， 不 但 如 此 , 还 有 更 深刻 的 结果 

定理 2.2 ‘Trojinski,S. L ) 设 对 为 自 反 Banach 2 ye 则 存在 七 
的 伴 价 范 数 和 开 * 二 的 罕 价 范 歼 ,使 得 关于 新 范 数 ,它们 都 起 局 部 一 致 三 的 ， 
并 凡 关 于 新 范 数 彼 此 多 为 其 饮 完 间 . 

定理 2.1 的 证 明 见 E. Asplund,Averaged norms 上 Math. :5(1967), 
227-233。 定理 2.2 的 证 明 见 S. LTrojanski,on locally uniformly conv- 
ex and differentiable norms in certain non-separable Banach space- 
Studia Math. ,37(1971), 173-180. 


» 230% 


2.2 正规 对 偶 映 射 


在 非 线 性 泛 沿 分 析 中 ， 对 偶 映 射 (dual map) 起 着 重要 的 作 
用 , 它 是 Hiibert 空间 恒 同 映射 的 推广 ， 尤其 是 在 讨论 单 洞 映射 的 
极 大 性 与 满 射 性 时 , 以 及 定 ee map) 时 , :对 侦 
碳 身 部 是 必要 的 工具 . 我 们 只 讨论 正规 对 偶 有 映射 . : 

定义 2.2 Oh 并 * 为 其 共 力 空间 . 前 元 
一 TSXY (2 一 jz 旦 = 人 和 所 定义 的 映射 J: 了 >2** 称 为 天 
上 的 正规 对 侦 映 射 (normalized duality map). : 

根据 Hahn-Banach 定理 ， 对 每 一 个 xEX，Jz 是 六 * 的 非 空 
邯 集 ,因而 纺 (J) 王 买 ， 和 多 容易 验证 了 上 有 如 下 简单 性 质 : 

(i) v 是 奇 映射 , 即 J( 一 x)= 一 J z; 
(ii 具有 正章 性 , 即 对 任何 4>>0,J (hx) = AJz; 
(aibvy 是 有 界 的 . 
命题 2-2 正规 对 偶 喘 射 了 等 于 凸 泛 函 p(z)= 卫 jz 的 次 
微分 . 
证 明 车 JEyz, 则 
(太一 2) 委 jy 一 jz . 
<¥ 0 l= 二 yh 
开 feEop(z). a 
反之 ,着 fcap(z)， 则 取 z=z 十 雹 ，t>0， 有 
24(f 0)<lz cg 有 一 lz 
<(lzriyl+lzD ly 
2 ,DE -tyl +lzl) 1y) 
i>0, 得 (J ,四 二 jxiiyi。 因 汤 ， 
fi<lzb 2) <I 
° 244。 


再 取 z= (1-tzit<0, 类 似 地 得 zj?< (jz 因此 ,JEyz. 
证 毕 ， 
推论 “对 任何 ze,Jz 是 开 * 中 的 能 * 闭 西子 集 ， 
证 明 由 次 微分 的 性 质 与 合 题 2.2 便 知 . 
命题 2.3 设 和 是 实 线性 赋 范 空间 , 和 * 是 严格 凸 的 , 则 了 是 瑟 
上 的 单 值 映射 
证 明 设 fEJz,gEJz. 我 们 有 
( 户 四 一 [zj= fl，(9,2)=1z]?=1g]?. 不 妨 设 fx0, 9 
( 因 若 f==0 则 z= 0, 从 而 9 一 全 反之 ,由 9g=9 也 可 得 =). 于 是 


. ff _/9 
(=) 

这 表明 "上 的 线性 连续 泛 隐 P.( 有 = (hs) 在 点 与 E9] 处 部 达 

到 其 在 苹 * 中 的 单位 球面 上 的 最 大 值 ， 由 于 X* 是 严格 册 的 , 故 由 


馆 一 定 . yy -9 一 一 n 
第 二 章 定 理 3.1, 应 该 有 7 fgf 但 l=191, 故 f=g， 可 见 
Jz 是 单 点 集 . 
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证 毕 

定理 2.3 若 环 是 自 反 Banach 空间 , X* 是 严格 凸 的 ， 则 J: 
和 ->X* 严 格 单调 ,次 连续 ， 

证 明 ”由 命题 2.3,J 单 值 ，Vz,gEX, zy, 有 

(Jr Ty, x— —))= Tr,2) — (Tr,9) — (Jy, 7) -+ (Ty,Y) 

-1-211yl yh 
= (zl 一 1y0?>0 
此 外 , 若 (Jz 一 Jy，z 一 力 一 0, 则 由 于 
(Jr—Jy, x—y) zr lyD)’ 


os 


得 lz]=1gi, 从 (Jz, 必 Dz 岂 又 得 (J 后 [)=17zh， 因 X 是 严 
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格 册 的 ，Jz 在 单位 款 面 上 最 多 有 一 点 达 最 大 值 , 所 以 
名 ce ~ 
(7 < Wl lel 


入 
ib 


即 (Jz, <]z jyj; 完全 类 似 地 有 of 
A 全 
从 而 00 四 


(vz 一 97z 一 = Jz, 2) — (Jz, — (Jy, 2) + (JY, 9) 
>1zl*—21zT. yt + Tvl?=0 
这 就 发 生 了 矛盾 ， 因 此 ,J 严格 单调 . 
设 信 :}CXzw>zo 因为 {yzs} 有 界 , 所 以 人 zw 的 任 一 子 殉 
{Vz,} 都 有 弱 收 敛 的 子 列 ， 设 Jzw co 一 f(k->oo0), 于 是 ,有 
le ow b= anens tag) > (0) = zl 


lfi< Slimjyzny en 1 一 1imjlzsyo 1=|z l 


因而 ,1 用 三 拉 1 因 为 了 单 值 ;所 以 f= Jz.， 我 们 已 经 还 明了 人 ay 
的 任 一 子 列 , 都 有 一 个 该 子 列 的 子 列 弱 收 敏 于 同一 yz, 所 以 Jo ~、 
Jz. a Sn 、 
证 毕 
推论 车 全 为 自 反 Banach 空间 ， 生 芭 "局 部 一 致 四 则 7: 
2 
- 证明 因为 了 单 值 、 次 连续 , 所 以 车 > 则 J Jzn 一 J2. 但 是 
IJyz,i= zs1->fz[= Hzh 从 be 的 局 部 一 致 四 性 ， Te, 即 
J 是 连续 的 “， 和 
命题 2.4 若 实 Banach 空间 马 的 共 思 宝 间 :* 是 一 致 凸 的 ， 
则 正规 对 侦 映射 :和 ->X* 在 有 界 集 上 是 -。 教 媚 续 的 … 
证 明 设 了 在 有 界 集 人 CSX 上 不 是 一 致 连续 的 ， 则 存在 se 
>0, {wu jc { (CO 使 得 [ww j=>0, 而 
$2338 


Ws Tose, 2 一 2 (2.1) 
由 于 > 的 连续 性 和 (2， 已 式 , 必 存 在 “0， 使 得 ja， 过 ax 
(nEN), , 令 一 Tw P= oT 则 Iz。1=1yn1=1(wEW). 由 此 
易 验 证 Us 


jz 一 gj->0 (n->00) 
此 外 ,由 机 

(za TIn TYs) = zn)* + hy :十 (zs 一 yas Yn) 
之 2 一 zx, 一 yl 


推 得 于 |Jzo 十 Jgo| >>1 一 二 lz 一 % 注意 ]J7zx,1 = jynl=1 和 XX* 


的 一 致 是 性 ， 得 
Jor 一 Jo>0 (n>00) 


另 一 方面 
ya 一 Jo 一 ju (yz 一 Jga) 二 (人 一 [os1)7y。 
由 此 有 ,A : 
Ius— Tvs) Sad ra ysl + Nn— wal hy. 
所 以 
. wa 一 了 Oo>0 (>oo) 
此 与 (2.1) 式 矛盾 . 


命题 2.5 设 玉 为 自 反 Banach 空间 ， 和 ，X* 尼 严 格 凸 ， 才 
(Vzn 一 I2 za 一 2)->0 (2->co)， 则 za 一 2(2->co). 此外, 若 开局 部 
一 致 呈 , 则 更 有 zn>z(n->oo). 

证 明 经 计算 ,有 We . 

(za 一 Jazz 一 2) 一 《zol 一 ap* 
+ [hsshlzd— Ca。 
+ [lzsHsl =~:(7s, £0)]1-—>0 


Li 
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洪 中 右 端 各 项 斐 氏 ， 国 而 jz, 一 上 x，(Jz,2n) 一 2 上 因 久 自 
反 , 所 以 不 妨 设 mm 一 包 从 而 lyj<limjlzsj 一 1zj， 由 于 。 当 mc9 
时 ,有 (Ja sg (7a 及 一 地 因而 ,|z| 一 个 | (7e 归 一人 Fe 区 
押 为 式 是 严格 凸 的 , 故 z= 二 9, za 一 2 至 陡 慰 是 局 部 一 致 凸 空间 时 ， 
显然 有 zw>z。， 四 
证 电 
蚊 后 ， 我 们 给 出 誉 间 ZL?(Q) 和 i?(p>1) 上 正规 对 侦 映 射 的 其 
体 表 达 式 ， 因 为 Ze(O) 和 人 + 十 一 1 都 是 一 政 册 屿 范 空间 ， 
疡 以 (分 和 ?9 上 的 正规 对 偶 肤 射 都 是 单 值 的 :由 命题 2.2，Jz 
=2( 诗 lz) 由 第 -千村 2 例 5 知 , 半 fz 拉 是 G- 可 入 分 的 ,从 而 
是 次 可 微 的 .于 是 
| za 人 (二 la )= jzjgradfz| ， 海 ap 
由 J 的 性 质 ,J0=0. 这 样 ,从 第 一 章 的 (2.8) 式 和 (2-9) 式 ,分 别 得 
| ee ?|z(6) sz(s) “E12 (0) : 
和 
Jz=|zl’-?z rEL?(0) | 
其 中 z= (zzay za 5')， 2=( [zl? -2m [zl ?72, zs-szay ，…)E 
1 . . 


. 1 
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”$3 极 大 单调 映射 
3.1 极 大 单调 映射 
极 大 单调 遇 射 县 一 类 十 分 重要 的 单调 上 映射， 由 于 它 具 有 良好 


鹊 属 性 , 使 得 它 在 后 面 的 讨论 中 起 着 非常 重要 的 作用 ， 在 偏 微 分 方 
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程 利 积 分 方程 中 有 着 广泛 的 应 用 .为 引入 这 一 概念 ， 我 们 首先 绊 
入 乘积 空间 中 单调 集合 的 定义 : “ i 
. 定义 3-1 设 七 为 实 Banach 空间 ， 集合 MCXKxX' 避 为 
调子 集 ， 是 指 Y[w， 四 ， [ys9j 用 ,有 . | i A 
(f—g, 7z—#) >0 
车 以 单调 且 不 为 XxX* 中 任何 单调 集合 的 真子 集 ， 则 称 MM 是 、 
xX* 中 的 极 大 单调 集合 . 
显然 ,也 ， CD) cx->2r 单调 当 且 公 当 7 的 图 形 纪 (7) 是 xX 
x* 中 的 单调 集合 . 
定义 3.2 映射 7: 急 (7)CX->27* 称 为 极 大 单调 的 , 是 指 TT 
的 图 形 多 (T) 为 六 xX* 中 的 极 大 单调 集合 . 
从 定义 看 出 ， 当 也 是 自 反 Banach 空间 时 ， 7 单调 当 且 仅 当 
2-! 单调 ,7 极 大 单调 当 且 仅 当 7-! 极 大 单调 ，， 
容易 验证 单调 映射 是 极 大 单调 的 另 一 特征 是 ， 对 任 一 [2z，. 
fx Xx 承 *, 若 
(f—g,2—) 20 YEy, 门 cG(m 
则 必 有 [z, f]E 儿 (7)， 这 一 特征 常常 用 来 判定 单调 映射 的 极 大 单 - 
调 性 . 
…. 例 1 函数 
1i<0 
f= t>0 
定义 的 映射 Jf: 8!->B! 是 单调 的 ,但 不 是 极 大 单调 的 . 
定义 3.3 集合 MCXxX* 称 为 次 闭 的 ,是 指 如 果 {[xs,f,]} 
CM 使 得 zn->x, ff 或 者 zo 一 x, 了 >f, 那 么 [z, 有 EM. 
命题 3.1 设 7: 儿 (T)CX>2** 极 大 单调, 则 
i) 对 任 二 xE 纺 (T) ,Tz 是 X* 中 的 弱 * 亲 凸 子 集 ; 
《ii) ;多 (四 臣下 xx 是 * 是 次 闲 的 . 
236。 


证 明 (iD 设 所 ,foET%, 则 对 任何 (0,1D),[y,9JE 多 (TT) 及 
-一切 f= (1 一 人 fFtfs, 有 
(f—9,7—) = 0 fg, ry) +t(f—9,7—) SO 
从 而 ,由 多 (7) 的 极 大 单 油性 ;fETz. 即 Tx 是 凸 子 集 .… 
由 极 太 单 油 映 射 的 特征 , 有 J 
Tz= 站 {feEX*|(f—9, ry) 20} 


Ly,92E2 (TY 
故 7z 是 弦 * 闭 西子 集 . 
(ii) 由 极 大 单调 映射 的 特性 便 知 . - 
证 毕 
定理 3.1 设 了 为 实 Banach 空间 ,7T; 和 -> 王 * 半 连续 、 单 调 ， 
则 全 极 大 单调 . 
证 明 设 xzEX,fEX* 满足 
(f—Ty,7Yy)20 VyEX 1 (3:1) 


今 证 f= Tz. 用 反 证 法 ， 洪 7z, 则 存在 zeEX， 使 得 (f 一 x, z) 
夺 0， 不 失 一 般 性 ， 可 设 (f 一 Pz，2) 之 0， 在 (8: 了) 中 取 y=94=z 
Ttzyt>>0， 得 (f 一 Ty4z)<<0， 令 1->0+， 由 的 六 连续 性 ， 得 
(f 一 Vzyz) <0, 此 与 (f 一 Tx,z) 之 0 相 矛 盾 . 
- | 证 毕 
我 们 指出 ,车 人 :多 (7) CX>2** 闻 湖 , 狐 (7T)=X*，7-! 单 什 

半 连 续 , 财 全 是 极 大 单调 的 . 
例 1 不 难 验证 $1 例 1 的 映射 7:5'>2" 是 极 大 单调 映射 
例 2 设 X 是 自 反 Banach 空间 ,假设 X 与 六 * 都 是 严格 吓 的 ， 
是 X 上 的 证 规 对 偶 映射 了 是 单 值 .次 连续 的 ， 由 命题 2.2, 它 是 
凸 泛 丽 p(z)= 广 |z 上 的 次 微分 ,从 而 据 §1 例 2, 是 单调 的 ， 注 


: 意 到 纪 (Z) = 地, 按 定理 3.1，J 是 极 大 单调 的 ， 8 5 将 证 明 几 下 
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党 迄 续 同 泛 消 的 次 微分 都 是 极 大 单调 的 . 


3-2 人 擅 单 调 映射 

在 单调 算 子 理论 的 发 展 过 程 中 ， 发 现 一 类 更 广 的 非 线性 喘 : 
射 一 一 伪 单 调 映 射 ， 这 类 映射 保持 关于 单调 映射 一 些 基本 结果 仍 - 
成 立 ， 更 适合 应 用 到 非 线性 桥 鸯 型 边 什 辣 题 及 Hammerstein 型 非 
线性 积分 方程 ， 

定义 3.4 设 了 ,了 是 拓 提 空间 ,映射 TT; 多 ( 了 ) 己 XX->27; 称 7 
在 zE 多 (TT) 是 上 半 连 续 的 ,是 指 对 任 一 TzxCY 竟 邻 域 y, 存在 xE 
总 的 邻 域 0, 使 得 

?7)={fE7jfE70 yEDTINT} EV 

定义 3.5 设 卫 是 自 反 的 Banach 空间 ,映射 7; B(7T)CX> 

2x* 称 为 伪 单 调 的 ,是 指 
《pi) 对 每 一 ZEH(T);7Tz 是 并 * 的 闭 四 子 集 ; 
(PD) 若 fr 多 (TD rn 一 xz 四 (7)，fEyzo， 用 Tim(jozo 


一 2?) 所 0, 则 对 每 一 个 y 绍 (7), 存 存 了 (9)E7Tz, 满足 


(ps) 对 的 每 一 个 有 限 维 子 空间 ，7T 从 BCT) 到 25* 
按 X* 的 弱 拓 提 上 半 连 绪 

由 定义 立刻 得 知 ， 对 算 子 7: 女 (7T) CX->X*， 当 了 在 有 限 维 
空间 上 的 限制 是 次 连续 的 , 晶 满 足 (ps) 时 ,7 了 是 伪 单 调 的 ， 

易 验 证 , 全 连续 算 子 7; (7T) CX>X* 是 伪 单 调 的 ; 苦 并 为 ; 
有 限 维 赋 范 空间 , 则 连续 算 子 是 伪 单 调 的 ， “ 

命题 3.2 设 了 了 ， 儿 (四 CE >27* 仿 单 调 ， 则 对 任 一 se 
(名 (外 )*,Tz 为 X* 的 有 界 集 . : 

证 明 设 ze( 名 (7))*, 任 取 一 列 { 所 jCTg; 则 由 (ps) 对 任 一 
238。 


-EDT), 存在 了 (9y)ETYz, 使 得 
lim(fa 4—2) (ff),7—Y) (3.2) 


关 zE( 儿 (T))*"， 所 以 存在 ">>0， 使 得 B (z, 7)={yEX|ly 一 zl 
?7}Cg(T)。， 这 样 ， 对 任 一 wEB(90，7)，、 YTuSSr—u 皆 属 于 
2(7), 由 (3.2) 式 ,有 
lim (fs, DF, 
lim (f,, 4) fr +), 24) 
VuEB(O, 7) 
即 对 伍 一 wuEB(0, 7), "数列 {| (f,，?) |} 是 有 界 的 ， 由 一 致 有 界 厂 
理 , 序 列 {fa)} 在 卫 * 内 有 界 ， 故 Tz 是 和 * 的 有 界 集 . 
证 毕 


给 定 %w 个 映射 Pi， 多 (TD)CX>2x*，i=1，…，R， 当 


和 名) 交加 ,可 以 定义 它们 的 和 T,X>2* 如 下 : 


外 nl 


fe ee) GT), fiETw 


Tr=4i=! i=l 
名， 在 则 

命题 3.3 设 T， 儿 (TD)CX->27*,1 二 1,2, 伪 单 调 ， 则 7 
二 as 伪 单 调 , 

证 明 首先 指出 人 + 2 庙 足 (pi)，(ps) 是 显然 的 ， 为 证 时 
人) =BI) NBT,), 设 rED, tn ED, 
A zy 捐 是 

lim Ch, zi 一 2) <0 
的 为 性 = 户 上 gw fTizos gETozw 我 们 就 有 
BmL fs, zt, —2) + (9n, mn 一 oj<0 
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从 此 不 等 式 来 证 明 
lim (fa, zr 一 2Z)<0 及 tim(9。 2 一 2) 0 (3.37 
实际 上 上， 若非 如 此 ， 则 由 对 称 原 因 ， 可 设 lim(g。， Tn—%) =d>0, 或 : 
者 说 对 某 个 子 列 ， 不 妨 仍 用 原 符号 ， lim (gn, za 一 2?) 二 4 这 0， 于 是 . 
lim(《fr, zn 一 x) 过 一 4<0, 因为 7 是 伪 单 调 的 , 所 以 ,对 每 一 ES 人 ， 
存在 f(y) STiz, 使 得 
Jim (fo za 一 切 之 (fyZ 一 幼 
特别 地 到 YX 得 1im (fu Tn 一 2 之 0， 此 与 
lim(j， 2 一 2) < 一 5<<0 
和 巴 慎 ， 
依 (3 .3) 式 ,由 7，7。 的 伪 单 调 性 得 出 : 对 任 一 扒 儿 ， 存 在 : 
9) SETIY,9(9)STozx, 使 得 


lim(gw Ta) (9 , 7—Y) 


两 不 等 式 相 加 ,得 
lim (hs, Ln y) 2 (h(Y), r—Y) 


其 中 已 = 所 十 9(DSCT TD)z， 这 说 明和 十 加 满足 (ps) 故 : 
2 了 伪 单 调 . 

用 伪 单 调 映 射 来 研究 极 大 单调 映射 是 非常 方便 和 的， 下 面 设 X 
为 里 反 Banach 空间 . 

定理 3.2 设 2:X->25 极 大 音调 , 则 全 擅 单 调 . 

证 明 下面 我 们 分 别 验证 了 满足 伪 单 调 的 条 件 . 

(p1) 由 命题 31 及 入 的 自 反 性 ,对 每 一 zEX,Tz 为 和 + 中 的 
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莉 凸 子 集 ， 
(pz) 设 {Xn} CY, Zn—~r, fnETYn 满足 
lim (f;, Xn—X) RO 


对 feTz, 从 工 的 单调 性 得 (J， zn— 7X) (fs Xn 一 %)， 令 多-> 0， 得 
lim(f», za— w= 0. 取 [z， gj€s (7), 可 知 (fny Xn —%) 一 (fn 2 一 2 ) 


二 (fs Xx 一 2), 从 和合 ， 有 


lim (fn, Xn — %) = lim(f;,, ZX 一 2) 


因为 (9， 2 一 2)<(1， xn 一) ， 所 以 得 
(9,¢—2) lim(f,, 7—2) (3.4) 


对 YEX,t>0, 令 z=(1 一 上 x- 1y， ED,,. 在 C3: 外 中 ,以 [z4, 9 可 
代 杰 Lz,9j, 得 
(9 7—9) EE lim (fo, x —9) 


现在 ,因为 了 在 x 局 部 有 界 , 所 以 ， 可 假定 存在 1 让，t1y>0， 满 足 
Zi>Y，94, 一 了 (). 又 因 人 了 极 大 单调 ,多 (7T) 次 闭 , 必 有 f(y)ETz 且 
(f(y), r—y) Elim(fs, 7—Y) —lim(f;, zn—Yy) 


(ps)” 营 此 性 质 不 成 立 , 则 对 给 定 的 Tz 在 瑟 * 内 的 弱 邻 域 P， 

存在 {7s} CX, zs>z, aETxs， 使 得 对 千 一 hE fsEV. 由 人 在 x 

的 局 部 有 界 性 ，{ 户 ;有 界 ， 因 而 ,不妨 设 f, 一 f， 由 了 的 极 大 单调 

性 , fETz. 这 样 ， 当 ?足够 大 后 , 记 EP, 了 矛盾 . 

证 毕 

注 在 证 明 (ps) 的 过 程 中 ， 实 际 上 已 获得 极 大 单调 映射 

( 纪 (7T) = X) 从 X 到 2x7 的 绚 拓 扑 是 上 半 连 续 的 。 特 别 地 , 当 人 是 

. 极 天 单调 算 子 时 ( 儿 (7) =XX),7 是 次 连续 的 , 联系 本 章 定理 3.1 
-我 们 知道 ,次 连续 是 极 大 单调 算 子 ( 纪 (T) = 卫 ) 的 又 一 特征 . 
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推论 设 7T: XX->XX* 半 连续 ,单调 , 则 了 伪 单调 . 
证 明 依 定理 3.1,T， 久 ->* 极 大 单调 , 故 全 伪 单 调 ， 
证 缆 : 
显然 ， 有 限 个 单调 映射 之 和 也 是 单调 的 ， 两 个 极 大 单调 映射 
之 和 就 不 一 定 是 极 大 单调 的 , 至 少 要 求 镍 (70) 几 多 (Ts) 闪 多 ,否则 
乞 十 各 的 图 形 是 空 集 ， 在 此 ,我 们 给 出 两 个 单调 映射 之 和 为 极 大 
单调 的 一 个 必要 条 件 . 
定理 3.3 设 T: 急 (7T,)CX—>2x" 单 调 , T2: X>X* 单 调 ， 
车 全 = 人 十 和 极 大 单调 则 2 也 极 大 单调 , 
证 明 设 [zo, foJEXxX* 满 足 
Cfi—fo, z—zo)0 VY[z JE 乡 (7) 
现 记 go=Tazo :二 Toz. 因 fi 是 Tiz 中 任意 元 素 ， 故 Tz "中 的 
天 类 形 如 f= 了 二 fs, 因而 
(f—g90~—fo, x—20) = (f foxz 一 zo) (fe—g0, x2—70) 0 
从 了 的 极 大 单调 性 知 , zoE 名 (7T), fo 二 gveTxo, 即 
josSTzo 一 Tazo Tivo 
这 就 证 明了 2, 的 极 大 单调 性 ， 


证 毕 
定理 3.4 ， 设 了 XXX* 半 连续 ,单调 , P; 六->2** 伪 单调 , 则 
4S-= 了 FrP 伪 单调 . 
证 明 根据 定理 3.2 的 推论 ,7 擅 单 调 ， 又 依 命题 3.3, 8 一 人 
十 忆 伪 单调 . 


证 毕 ， 
4 单调 型 映射 的 满 射 性 


1 六 久 对 对 的 江 和 性 | , 


设 且 为 Banach 空间 , 映射 4; OUD EX, 对 任何 fE 
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+ 方程 JE4z 是 否 在 内 存在 解 ， 相当 于 映射 4 是 否 为 满 射 的 
(surjective). 
定义 4.1 了 映射: km CX sare 区 为 是 注射 的 是 指 
VfEX*, Ij2rED(T), 使 得 fETz, 即 玉 R(T) = XxX. 
第 四 章 定 义 村 泛 函 强制 性 的 概念 ， 为 后面 进一步 讨论 的 需 
要 , 我 们 给 出 表达 陕 射 “增长 速度 ”的 所 谓 强 制 性 概念 . 
定义 4.2 映射 人 2D(TP) CIE>2x" 称 为 强制 的 (coercive)， 
是 指 存在 函数 ec; [0, co) 习 ， 其 中 当 *>co 时 ，c(r)->co， 且 
福 足 : | 1 
(及 2 二 cf 人 和 YE fTEGT) 
映射 卫 称 为 关于 MEX* 是 强制 的 ,是 指 存在 "> 0, 满足 : 
(f—h,z)>0 VfETz, rEDT) lrl>r 
在 此 需要 指出 的 是 ， 当 急 (T) 是 有 界 集 时 ， 我 们 认为 了 是 强 
制 的 ， 四 加 
当 急 (7) 是 无 界 集 时 ,我 们 看 到 强制 性 条 件 也 可 表 为 : 
(f,7) 
2 加 | 


实际 上 , 作 图 数 
elr) =inf| (fs 


= (lz, f(T)) 


. lzl=7, [z, Eg (7)} 


并 约定 inf gf =%， 则 有 limc (7) = co, 且 


(fx)>c (zDD la) (VEz, ELT)) 
另外 , 我 们 还 有 : 
强制 映射 美 于 任 一 piEX* 是 强制 的 . : 
事实 上 , 对 任何 REX* 由 函数 c (7) 的 性 质 ,存在 > 盖 0 使 得 当 
izl 衬 7r, XE 如 (7T) 时 ; 有 
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(f 一 及 2) = (f, x) — (h,7) 
宕 (ec(zD) —1zD) lz!>0, VfETz 
为 了 得 到 Banach 空间 映射 满 射 性 的 结果 ; 我们 从 建立 
Debrunner-Flor 不 等 式 和 人 手 . 为 此 , 先 指出 如 下 事实 : 
车 PP 多 (P)CX>X* 连续 ;KC 如 (P)， 则 对 任 一 固定 的 xzE 
久 , 泛 函 
slY) = (Py, x—y): bk->E! 
实际 上 , 设 yEk, {yr} CE,yr>y, 则 
[ps (yn) — poy) | = | (Pys—Py, 2—Yyn) + (PYy, y—yn) | 
<lPy,—Pyl: lz—ysl] + lPyl ly—y,l 
故 |9z(94) 一 Ps( 四 1>0(n->00), 即 pz( 幻 关于 9 连续. 
下 面 的 引 理 实质 上 是 单调 集合 扩张 定理 ， 在 单调 算 子 理论 中 
其 为 重要 . 
引 理 4.1(Debrunner-Flor, 1964)” 设 不 为 Banach 空 间 和 的 
紧 凸 子 集 , 为 乘积 及 x 和 * 中 的 单调 集合 ， 若 P; 名 (P) = 天 -> 
天 "连续 , EX 则 存在 wuEK; 满足 
(f+Pu—h,z—u) 0 Y[z, 门 EG (4.1) 
证 明 可 设 天 = 六 否则 可 用 Tzx=Pz 一 h 代 赤 Pz， 倘若 (4: 1D) 
不 成 立 , 则 对 每 一 wuEK， 存 在 [zw fu]EG, 使 得 (fs 十 Pu，z。 一 2) 
< 一 0. 
注意 到 (fu 十 Py, zu 一 妨 = (jms 一 力 十 (Pyz 一 纪 根据 本 引 
理 之 前 指出 的 事实 ， 泛 国 ( 户 十 Pgw 一 所 : KK>B'1 关 于 yy 是 连续 
有 的 ,因此 存在 7, 二 0, 使 
(fat Py, rs,—Y) 0, VyEr Hly—ul<rs 
令 : i : 
N(zu, fo) = {yyEk, 二 如 < 
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于 是 (zs fo) 是 下 中 (相对 ) 开 集 且 天 = [UN(zo 加 ) 由 于 下 是 紧 
uER 
集 ， 故 存 在 有 限 个 WEK(C =1， 2， 9 用 ) 使 得 


K= U N (zu fo,) 


rs 有 一 wl， 若 19 一 wl 过 rw 
0， 若 上 一 4 有 宕 7。， 
$ 二 ]1,2,.…s 候 
显然 , 对 每 个 ia: 了 一 [0, ru] 连续 ,并 且 
0i) 当 yEK 时 ,有 ai1(9)>>0 当 且 仅 当 YEN (zu gf ); 
(ij) 对 任何 yEK, 3i, 使 yEN (xs, fi,). 干 是 ， 对 每 个 yEK， 


均 有 a(y) = > GD >0. 由 于 下 紧 , 且 qly) 在 及 上 连续 , 故 a(y) 


“(=} 


在 及 上 有 最 小 值 , 并 且 mina(y)>0. : 双 而 ， 可 命 Bi (人 = 的 


yERK, t=1,.,n, 根据 以 上 讨论 , 便 知 B; (i = …，%) 具 有 如 下 
性 质 : 
(i) :天 [0， 趾 连 续 ; 


GD p32 (0) =1; 


Gi Bi(y) >>0 当 且 仅 当 yEN (zf,)。 
现在 我 们 再 定义 二 映射 : VyEK, 


R(Y) = D2 a 


加 00) = BD 


显然 有 R: 天 -> 入 连续 ,@: >X* 连 续 ， 由 于 x6,EK 且 玉 是 吓 集 , 故 
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如 (各 )C 天 ,于 是 由 ,Schauder 不 动 点 定理 知 , 存在 yrSK，, 使 及 (yo) 
一 go 
另 一 方面 ,我 们 考虑 : 
A(y) = C09) +Py, RV) 


= -> p， (y) Pi(y) (fo 本 
A A), yeEK (49) 
其 中 : Ma) = BYP) (fot Py ss 
4h)= DD BW PAD Py 


+ (fo, + Py, zu,—Y)] 
对 yc 及 由 fs 性 质 , 可 知 至 少 存在 一 个 mw, 使 hn(y) 志 0， 从 而 yE 
N (zo fo )， (fun 十 Py, zx。 一) 过 0. 因此 得 出 : | 

A(y) <0, VyEK (4.3) 
又 因为 

(f+- Py, vo,—Y) + (fu, + PY, zu, 一 妇 
= (fat Py, ts, + (fo,t Py, xs,—Y) + (fu,— fo, Fu,—2,) 车 
Bi(y) By) SEO0GiSDN, 有 YEN (xo, fu) (NN Cz,, fo))， 
日 加 
(fast Py, zu,—Y) <0, (fa Py, zu,—Yy) <0 
再 从 G 的 单调 性 得 | 
(fo foo <0 

因而 , 对 任何 yEK， > 
4) <0 (4:4) 
由 (4.2),(43)、(4.4) 知 ,对 任何 yEK， 有 4(y) 过 0。 此 与 4(90) 
= (Q(y0) +t Pyw ROY) 一 = 0 相对 盾 ， 
a . “证 毕 
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不 等 式 (4.1) 称 为 Debrunner-Flor 不 等 式 ， 

下 面 我 们 把 引 理 4'1 应 用 到 有 限 维 空间 的 情形 ， 为 此 引进 如 
下 概念 . 

定义 4.3 映射 T, 如 (T)CX>27*, KCX, 称 Tix 是 T 在 K 
上 的 限制 , 其 中 

ZGTID={s, fIEG(T) rEEN DDT)} 

定理 4.1 设 卫 为 有 限 维 Banach 空间 ,7; 妇 (T)CF->2”" 音 
调 ,CCF 是 闭 山子 集 , [90, 9]E 多 (7T1o). 又 设 P;: 0 一 F* 连 续 , 它 美 
于 hEF* 是 强制 的 ( 当 zEO, 生 1z] 之 RB 时, (Pz 一 “>0, 则 存在 
wEB(0, R) 门 0, 满足 

一 一 过 0 vra ET 1s) 
"证明 - 象 引 理 4.1 的 证 明 一 样 ; 可 设 = 6. 
设 了, 是 紧 西 集 B(0, 7) 站 C0, 由 引 理 4.1, 存在 w.EK,, 使 得 
(f+ Pur,¢—u,)>0 VYV[z, fj (Tx,) 和 特别 取 [0,0]E 

多 (Tik,), 有 (Ps;, 1) 0. 从 六 关于 “的 强制 性 得 到 ， 对 任何 
+>0 la,l<R. 

令 

S,= {EC| (f+ Pu 2—W) 20 VIz, 门 E 乡 (| ))} 
则 对 任何 ”之 PR，&S. 站 天 是非 宝 紧 集 这些 集 合 随 + 上 升 而 下 降 ， 
且 公 共 交 集 非 空 . 实际 上 , 58. 六,== 8， NKR), 机 ma 肝 ， 
人 CS 


设 验 站 (snK), 则 zxEB(9, 及 站 C, 昌 满足 
rR . 


(f+Pu,s—W)>0 Vl, flEG(TIoN 
证 毕 
在 定理 4'1 中 , 车 一 是 强制 的 , 则 可 把 关于 [0，b]E 乡 (|。) 的 
假设 减弱 为 6E 狠 (T) 几 C. 
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为 了 把 Debrunner-Flor 不 等 式 应 用 到 无 限 维 Banach 空间 ， 
我 们 推广 极 大 单调 映射 的 概念 . 

定义 4.4 设 C 是 Banach 空间 的 非 空 子 集 , 集合 GCC 
x 工 * 称 为 在 Cx 琶 * 中 是 极 大 单调 的 ， 是 指 G 为 单调 集 且 不 为 C 
x 节 * 中 任何 单调 集 的 真子 集 ; 称 映射 T; 力 ( 思 CC 一 25 为 相对 于 
C 的 极 大 单调 映射 ,是 指 乡 (T) 在 Cx 对 * 中 是 极 大 单调 的 . 

由 定义 可 以 看 出 , 当 7T: 细 (2)CC->25 单调 时 ,至 相对 于 C 是 
极 大 单调 的 当 且 仅 当 对 [z, 门 EC x XX*， 

(一 9 gz 一 乃 亿 0 (VIy,9EGT) 一 >[2 门 < 乡 (7) 

应 用 Zorn 引 理 , 我 们 有 如 下 结论 

命题 4.1 设 T:; 多 (CC->25 单调 ， 则 存在 下 的 相对 于 C 
的 极 大 单调 扩张 , 即 存在 单调 映射 Zi 多 (7T1) C0->27*,， 乡 (T) CC 
多 (7T1), 且 多 (TT1) 在 C x 和 * 中 是 极 大 单调 的 . 

证 明 令 

有 = {P: 绍 (P)CO->2x*|P 单调 且 乡 (7) CGP)) 
则 也 关 避 ， 对 Pi, PE7， 当 乡 (P)C 乡 (P) 时 ， 规 定 Pi 一 Ps， 这 
样 ,F 构成 一 个 半 序 集 ， 

设 了 是 卫 的 一 个 全 序 子 集 , 记 > 
. G=U{g(Po) |PEF) : 
则 存在 PEF，, 使 得 G= 乡 (P)， 且 大 为 多 的 一 个 上 界 ， 由 'Zorn 引 
理 , 太 中 有 极 大 元 。 设 7 为 了 的 一 个 极 大 元 ， 则 乡 (T) CC 多 (TT))， 
且 由 人 .EF 的 极 大 性 知 ,多 (T1) 在 Cx* 中 是 极 大 单调 的 . . 

证 毕 

定理 4.2 设 必 是 自 反 Banach 空间 苹 中 的 闭 凸 集 , 7: 允 (7) 
CX>2* "是 单调 映射 , [0, 9]E 乡 (7T|o),P: CO-> 和 * 有 界 擅 单 调 且 
关于 hEX* 强 制 , 则 存在 wuEC, 满足 

(f+Pu—h, rz—u) 0, VY[z 门 E 乡 (2 oo) 
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证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 4=9. 将 Tio 扩张 成 相对 于 C 的 极 
大 单调 映射 , 仍 记 作 7 


令 


4= {PIF 为 了 的 有 限 维 子 空间 } 
则 -4 按 空间 包含 关系 成 一 个 半 序 集 ， 且 对 任何 PEA， 当 zEF 时 ， 
4zj>=jz1z=1zl， 引 入 嵌入 上 映射 jr: 了 > 牙 ( 即 Jrz 一 zy,VYzEP) 及 
其 共 轿 映射 谍 : 卫 *->F*, 又 记 映 射 
Tp=jtoT{p: FNC->27" 


Pr=j$oPls; FNO->F* 
则 有 


(Prx, Y) = (Px,y), VEF NC,yEF 
(fr 9) = (9), VyEF, [zx,fEGTIy), fr=jf 
所 以 Ty: FNC->2” 单 调 , Pr: 了 站 C>7* 伪 单调 , 从 而 连续 . 
由 于 了 P 关 于 0EX* 的 强制 性 , 必 存 在 > 之 0， 使 得 
Prz, x) 二 (Pz, “)>0, YxEFNCN (GX\B (OO, 7)) 因 而 {Pr| FE 
从 关于 EX* 是 一 致 强制 的 ( 即 对 任何 M >0 存在 与 4 中 的 下 无 
关 的 >>0 使 得 当 1z[>>7 时 ,有 (Pzz,z) 宇 MIz| (PEA))， 再 据 定 
理 4.1, 对 每 一 个 FEA, 存 在 urEB(0,7) 站 FNC, 使 得 
(fat Prurs zt—ur) 0 VY[z fr]EG (Ts) 
由 7x 与 Pr 的 定义 得 “… 
(f+ Pus,z—us) 0, VY[z, fJEG (Ty) (4:5) 
因为 了 是 有 界 算 子 ,所 以 存在 R>0, 使 得 
‘Purl<R VFEA 
对 任 一 FoE4, 作 集合 
Veo=: {) {Lu Pur]) 
Ey 
显然 ，FreoC(5(0，7 门 门 C) x B*(9,R), 其 中 B*(4, R) = {fE& 
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X*||f1 志 8}， 因 是 自 反 Banach 空间 , 故 (B(0,7) 人 0) x B*(0， 
R) 是 也 xX* 中 的 弱 紧 集 ( 见 第 二 章 8$ 8)， 现在 我 们 来 证 明 {Fzo| 
FoSA} 具 有 有 限 交 性 质 ， 实 际 上 , 当 1, Ff,EA 且 F1CFs 时 ,有 Fr， 
CVz,， 于 是 ,对 于 任意 有 限 个 了 EACi =1,2,…,n), 庄 F, 的 直 和 


= 十 Fe 十 … 十 F, 也 属于 4, 且 FiCF， 从 而 门 FT7r 关 民 ， 


取 Vp。 的 弱 闭 包 V50, 显然 位 so|FoEA} 也 具有 有 限 交 性 轿 . 因为 C， 
5(0，?) 和 B*(9，R) 都 是 各 自 所 在 空间 的 弱 闭 集 ， 所 以 , (8 (0， 
”M0) xB*(0,R) 也 是 卫 xX* 中 的 弱 闭 集 ,因此 ,了 roC (B(0，7) 
NO) x B*(0, R), 可 见 们 Vr 所 


取 定 [w,9]E 门 Vs。, 我 们 断言 存在 [zo, fo]E 乡 (人 T), 使 得 : 
ao:A . 


(9, 20) 十 (fo zo0—) <9, 4) (4.6) 

若非 如 此 , 则 对 任何 [z, fe 多 (T), 有 (fg9,，z 一 w) 0. 注意 到 

[2 一 9JEC x XX*, 由 了 T 了 相对 于 CO 的 极 大 单调 性 ,有 [wu, 一 gE 多 (TT)， 
特别 令 z=5,f= 一 g, 得 到 矛盾 结果 : 

0=(g9—g,u—%) >0 

任 取 [z, 拉 E 儿 (7); 则 存在 PoE 使 得 {zo, z} CCP。 由 于 [4 

gEVy,, 所 以 存在 {Ew%， Paun}} CV po, 满足 [4;， Po 一 [oo 纪 ， 即 Un 

一 2 Pu,—g. 在 (4.5) 式 中 用 Un 代替 CI [zo, fo 代替 [z, 门 ， 并 令 


%->00, 得 
lim (Pau, Wn) < (970) 十 (Foxzo 一 地 
从 而 ,由 (4.6) 便 知 


Tim (Pu,, Wn— 2) SO 
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租 由 书 的 伪 单 调 性 , 有 
(Pu,u—r) <lim(Pun, an 一 2) (4°.7) 


于 是 连 饲 (4'5) 即 得 : 
(f+Pu,x—u)=0 
注意 到 [zx, 门 E 乡 (2) 的 任意 性 ,就 有 
(f+Pu, xz—) 0, YEz, fjES(T) 
回想 起 此 处 的 人 是 Tio 被 扩张 成 相对 于 C 的 极 大 单调 映射， 所 
以 更 有 . 
(f+Pu,7z—D20 YFz 门 E 乡 (|o) 
. 证 毕 
， 作为 Debrunner-Flor 引 理 的 重要 推论 ， 是 关于 求解 泛 函 方 
程 的 下 列 结果 ， 
定理 4.3(Browder, F. E. ，1968) 设 C 是 自 反 Banach 空间 
开 中 的 闭 四 集 ,2: 瑟 (20 CX>22* 极 大 单调 , [8]E 多 (加 更 (7) 
Co; P: C 一 全 * 有 界 伪 单 调 且 关于 hEX* 强 制 , 则 存在 4E, 使 得 
hE (T+P)u. 
证 明 据 定理 4.2, 存 在 we0, 使 得 
(f+Pu—h,z—w)>0, YI, fES (T) 
由 了 的 极 大 单调 性 , [ws 一 PdjE 乡 (2)， 即 ET 十 PP)y。 
| 证 毕 
在 定理 4.3 的 假设 下 , 车 PP 强制 , 则 T+P 是 满 射 的 ， 此 时 可 
用 欠 驳 (四 来 代替 [0 0E 乡 (7) 的 假设 . 这 样 又 有 如 下 结论 ， 
推论 1 设 XX 是 自 反 Banach 空间 ,T; 纪 (T)CX>2r” 极 大 
单调 , 9 如 (7T),P; 了 > 对 * 有 界 半 连 续 单 调 且 强 制 ， 则 统 (T+P) 
二 天 *, 
证 明 因 P; 了 >X* 半 连续 ,单调 , 所 以 由 定理 3.1, PP 极 大 单 
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调 . 再 由 定理 3.2 知 , P 是 伪 单 调 的 ， 政 根据 定理 4.3， 对 任 一 
hEX*, 存在 ueE 叉 ,使 得 hE(T++P)u, 即 久 (T+P)=X*. 
推论 2 设 政 为 严格 是 自 反 Banach 空间 , 7; 多 (T) CX 一 2 
极 大 单调 ,4 二 0, 则 如 (T 十 和) 二 XX*, 其 中 本 是 正规 对 侦 映 射 
证 明 取 定 zoS 乡 (7)， 令 
Tix= T(xo7r), rEDT) 一 z0 
Pzx=AJ (zot+7z), EX 


则 TD: 络 (P)CX->25 极 大 单调 ,86E 妇 (TI)，P; 对 >X* 有 界 、 次 
连续 ,严格 单调 且 强 制 , 根据 推论 1， 絮 (71 十 P) = 对 *， 即 统 (T 十 
AJ)=X*. 
证 毕 
推论 3 ” 设 开 为 自 反 Banach 空间 ，P: C->X* 有 界 伪 单 调 且 
强制 ,其 中 CO 是 子 的 闭 凸 集 , 则 殉 (P) =X+. 
证 明 在 定理 4.3 中 取 Txz== {0} (zEC), 即 可 得 到 上 述 结论 . 
二 网 这 二 生计 拷 证 毕 
利用 推论 2 与 正规 对 侦 映 射 的 性 质 ， 我 们 可 以 证 明 下 列 的 单 
调 算 子 理论 的 基本 结果 . 
定理 4.4 (Browder,F.E，1963) 设 和 是 严格 凸 自 反 Bana- 
ch 空间 , 7: 纺 (T) 志和 ~>25 极 大 单调 且 强制 , 则 2V(7) = 和 * . 
. 证 明 ” 因 平 移 不 改变 映射 的 极 大 单调 性 与 强制 性 ， 所 以 只 需 
证 明 ge 
取 一 列 es>0, en->0(n->o0)， 由 推论 2, 存在 {us} 己 了， 使 得 
9E(T 十 enJ)un, 即 存在 fnETu, 使 得 
四 十 ear 一 0 
这 样 , 有 
0= (f 十 esJos tn) OM)) lanl + eand? 
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所 以 ，C (uai) 志 0(nEN). 四 Cn 的 性 质 知 ， 存 在 ?>0， 使 得 
jl 寺 7(nEN). 再 由 六 的 自 有 反 性 ,不 妨 设 4 一 WE 六， 
从 下 的 单调 性 , 有 
(g—fng—un) 0, VEy,9JEGT), nEN 
注意 到 |f,|=en17usl=enl|unl 志 enr 一 0(n>00)， 所 以 令 4->00， 
就 有 
(9g,9—W 0, Viy,9J€G(T) 
根据 了 T 了 的 极 大 单调 性 , fy, 9]E 乡 (7)， 即 0E52(7 7) ， 
证 毕 
推论 (Minty-Browder) 设立 为 自 反 Banach 空间 ，T7.,; X 一 
并 * 半 连续 ,单调 旦 强制 , 则 22(7) = 习 *， 
证 明 由 定理 3.1, 7 是 极 大 单调 的 , 故 统 (T)=X*， 
证 毕 
4.2 极 大 性 判别 法 
由 于 极 大 单调 映射 在 单调 算 子 理论 中 占有 重要 地 位 ， 因 而 判 
别 一 个 单调 映射 的 极 大 性 成 为 一 个 很 重要 的 问题 ， 利 用 前 面 的 结 
果 , 我 们 来 讨论 自 反 Banach 空间 中 满 射 性 与 极 大 单调 性 的 关系 ， 
命题 4.2 设 和 是 严格 凸 自 反 Banach 空间 , 7; 名 (7T)CX> 
25 单调 ,1>>0， 如 果 殉 ( 上 4J) = 义 *, 则 (了 T 十 条)-!: XX*-> 鲜 单 
值 ， 次 连续 且 极 大 单调 . 
证 明 ”首先 证 明 (Z 十 47)-: 是 单 值 映射 设 REX*，z,yE(T 
二 47)-%， 则 RETF 十 4Jz，hETy 十 4Jy， 即 存在 fETzx，gETy， 
使 得 
h=f+AJz, 1 一 9 十 479 
由 外 的 单调 性 , 有 . 
0= (h—h,z—D = (f—9,2—) +ACTr—Jy, 2—y) 
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宇 1(Jz—Jy, tC—D) 20 
从 而 (Jz 一 Jy, 4x 一 护 二 0 注意 到 J 的 严格 单调 性 , 故 有 
r=Yy 
其 次 证 明 (2 十 47) -是 次 连续 的 . 
设 {us} CX ws >UEX*, z= (T+AT) -un 
Zz 二 (TT 十 47)~wv, 则 存 疗 2nETzxn,2ETz, 使 得 
Urn—=ontATrxas 2 一 2 十 4A7z 
从 而 有 
(Un—— Us 00 一 和 ) 一 (0 一 0 一 2 十 4 一 Jz no 一 0) 
A(J rn 7 rn— 7) (4.8) 
因 (@ 十 47) 半 总 * 一 天 单调 ， 鸳 (( 十 47) = 王 殉 (了 十 47) = 
开 % 所 以 据 定 理 1.2, 算 子 (2 -47)-: 局 部 有 界 ， 因 而 {zn} 是 有 界 
的 ， 故 lim (4x 一 UX 一 %) 二 0, 出 (4.8) 式 可 得 
(yza 一 Jz，zn 一 0) 一 0 (n>00) 
根据 命题 2.5, za 一 z, 即 (7 十 47) -1; XX*>X 次 连续 
最 后 , 由 定理 3.1, (2 十 47)-! 是 极 大 单调 的 . 
证 毕 
至 此 , 我 们 很 容易 得 到 下面 的 结果 ; 四 
定理 4.5 设立 是 严格 凸 自 反 Banach 空间 ，?: 人 (2) CX 
2** 单 调 , 则 多 是 极 大 单调 映射 的 充 要 条 件 是 ; 在 在 14>>0, 使 强 (7 
十 47) 一 忆 *， 
证 明 ”必要 性 ， 从 定理 4.3 的 推论 2 可 以 得 到 . 
充分 性 ， 根 据 命题 4.2, (2 十 4J) -1 开 *-> 开 极 大 单调 ， 从 而 
(47): 急 (T)CX>2*" 极 大 单调 但 注意 到 4J; 了 >X* 单 调 ， 
由 定理 8.3 知 ,7: 急 (7) CX->27" 极 大 单调 . 
证 毕 
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作为 定理 4.5 的 推论 ， 下 面 我 们 给 出 两 个 单调 映射 之 和 古 极 
大 单调 的 一 个 充分 条 件 . 
推论 1 设 于 为 严格 凸 自 反 Banach 空间 , T; 儿 (T)CX->2*” 
极 大 单调 ，P: 了 -> 久 * 有 界 、 半 连续 朋 单 调 ， 则 全 十 加 是 极 大 单调 
映射 . 
证 明 取 定 zoE 如 (7T),4>>0, 令 
Tix=T(xo0t2), BI-y—r, YEDT) 
Piz 一 已 (zo 十 2) 十 4 (zo i x), YER 


则 TDi: 玖 (ZD)C->25 极 大 音调 ,6 力 (7 ,Pi 六 -> 天 * 有 界 、 半 
连续 ,单调 且 强 制 , 根据 定理 4.3 的 推论 1， 角 (mW 十 PD) = 和 *， 即 
唤 ( 了 十 忆 二 47) = 六 +*, 出 定理 4.5, 人 十 马 极 大 单调 . 
证 毕 
结合 推论 1 与 定理 4.4, 我 们 得 到 
推论 2 设 也 为 严格 凸 自 反 Banach 空间 ,人 7T; 22(T) CX->27* 
极 大 单调 ，P: 下 > 五 * 有 界 、 半 连续 且 单 调 ，T 十 P 为 强制 映射 , 则 
R(T+P)=X*. . 
最 后 , 我 们 给 出 单调 映射 的 极 大 单调 扩张 的 一 个 存在 条 件 . 我 
们 知道 , 任何 一 个 单调 映射 7; 名 (7T) CX 了 ->2z* 总 可 以 扩张 成 极 大 
单调 映射 ， 实 质 上 ， 这 时 起 将 单调 集合 多 (TT 扩张 成 了 x 汶 * 中 的 
极 大 单调 集合 ， 一 般 来 说 ， 这 时 也 的 定义 域 也 要 扩张 ， 但 我 们 有 
如 下 结论 : 当 0 为 自 反 Banach 空间 了 的 闭 同 集 ,T; CCX->27* 单 
调 时 , 存在 也 的 极 大 单调 扩张 多 ， 使 得 儿 (名 CB， 这 训 是 下 面 的 
党 理 . 
定理 4.6 设 C 为 自 反 Banach 空间 X 的 闭 同 子 集 , 7; 儿 (7) 
CX->2x 单调 , 则 存在 了 |o 的 极 大 单调 扩张 向 ,使 得 儿 ( 信 ) CCC. 
证 明 将 Tlo 扩张 成 相对 于 C 的 极 大 单调 映射 和 则 儿 (3) 
® 235 。 


CC， 在 定理 4.2 中 取 P=47(4>0), 则 对 任 一 MEX* 存在 WEC， 
使 得 

(f+ATu—h,z—u) 0, YIz, ES) 
由 [w, 有 一 4Jw]EC x 茸 * 与 色相 对 于 C 的 极 大 单调 性 , [w, 有 一 A471 
ED 和, 即 JE (和 47)u， 政 有 到 (和 47) 二 对 *， 根 据 定理 4.5， 


,FB( 仆 C 了 >2** 极 大 单调 
T) 极 大 单调 证 单 


注 应 用 定理 4.2 时 要 求 0ED( 人 ， 但 由 于 取 定 zoED (入)， 
令 Pr= 订 (zo+2), 则 也是 强制 的 且 满 足 定理 4.2 的 其 它 条 件 , 因 
而 这 定理 仍 适 用 . 


4.3” 非 强制 映射 的 满 射 性 


设 卫 为 自 反 Banach 空间 ,7; 纺 (Z) 人 和 ->2x 为 单调 映射 . 由 
$1 定理 1:2 知 , TT 在 ( 纪 (T))* 上 是 局 部 有 界 的 ， 根 据 7-! 的 局 部 
有 界 性 , 我 们 将 对 极 大 单调 映射 建立 一 个 更 一 般 的 结论 ， 

7-! 的 局 都 有 界 性 但 指 : VfEX*, 37>>0, 使 得 集 {zEX|B(f,7) 
站 Tz} 为 有 界 集 ， 在 Banach 空间 中 , 7T-! 为 局 部 有 界 的 充分 
必要 条 件 是 ;对 任意 点 列 {zs} CX, {[z。, 有 ]} CC 多 ( 避 , 阁 ,一 f, 则 
{zn} 保持 有 界 . 

我 们 指出 ， 对 任何 强制 映射 T,，T-! 是 局 部 有 界 的 ， 事 实 上 ， 
由 

(fn ts) Ozal) zl 
和 所 之 f, 便 得 OCIzs 上 ) 二 oo0, 故 由 C(7) 的 性 质 知 , {zs} 有 界 . 

现在 ， 我 们 来 证 明 : 局 部 有 界 性 是 极 大 单调 性 满 射 的 特征 
性 质 ， 

定理 4.7(Browder, F.E，1968) ” 设 卫 为 自 反 Banach 空间 ， 
7; 多 (T)CX>27* 极 大 单调 , 则 人 T 为 满 射 的 充分 必要 条 件 是 7-! 
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在 开 * 上 局 部 有 界 . 

证 明 必要 性 ， 因 为 了 是 极 大 单调 的 ， 所 以 TP-! 也 是 极 大 单 
调 的 ， 因 用 (7) =X*， 则 从 $1 定理 1.2 知 ，7-' 在 X* 上 局 部 
有 界 ， 

充分 性 ， 我 们 分 两 步 来 证 明 纪 (7) 是 X* 中 既 开 又 闭 的 子 集 ， 
但 统 (7) 夺 ,于 是 就 有 R(T)=X*. 

首先 证 强 (7) 是 闭 的 : 设 {[zw,f]}C 乡 (7T),f->f， 因为 2 
局 部 有 界 ， 所 以 {zsj} 为 有 界 点 列 ， 由 开 的 自 反 性 ， 可 以 服 定 zo 一 
zEX， 因 此 ， 由 乡 (2) 是 次 闵 的 可 知 ，[z 亡 EGG(7)、 即 有 jcE 
5 有 4(7)， | 

再 证 到 (7) 是 开 的 : 任 取 [z, 门 <Gg (2). 由 7-! 的 局 部 有 界 性 ， 
存在 ">0, 使 2 10B(m) 站 名 (7)) 有 界 ， 对 于 9EB(f 二 )， 我 们 
来 证 明 9< 2(Z)， 由 定理 4.3 的 推论 1, Y4>0, 存 在 方程 

| gE(P1+ Tu 
的 解 wE 引 ()， 其 中 Pu=47 (4 一 x), 即 存在 JETzi， 使 
A (zi 一 2) +g9=9 
再 由 外 的 单调 性 , 有 
(9 一 47(o 一 7) 一 六 四 一 人 之 0 


由 此 推出 4z 一 相 入 lg 一 放 <- 六 , 即 有 
= 下 < 

从 而 |9: 一 讶 <r， 因 为 了 :BC m22(7)) 有 界 ， 所 以 {z} 保 持 
有 界 , 且 当 4->0 时 ， 

lg—g9:1 =Aiz —z1-—>0 
由 于 哆 (7) 是 闭 的 , 故 gE9FRT). 
证 毕 
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由 上 述 定理 ,特别 地 , 车 也 极 大 单调 , 且 乡 (7) 为 有 界 集 , 则 导 


§ 5 凸 泛 函 次 微分 的 进一步 性 质 


5.1 西 分 析 

自从 Jensen 于 1906 年 引入 凸 函 数 概 念 以 来 , 屿 分 析 获 得 莲 堵 
发 展 ,并 且 它 已 经 成 为 研究 非 线 性 分 析 , 数学 规划 和 极 小 极 大 问题 
不 可 缺少 的 工具 ， 本 节 先 给 出 对 研究 是 泛 阔 很 有 用 的 凸 函 数 的 一 
些 性 质 . 

定理 5.1 设 史 是 [oa, 纪 上 的 凸 国 数 , 则 有 

(i) gp 在 [a,5] 上 连续 ; 

(名 在 任何 i(a, 了 5) 处 8 的 左 、 右 导数 名 存在 且 有 pC() 志 
p+ (t); 

(ii) 若 2p 值 在 如 取 局 部 极 小 ， 则 9 在 加 取 最 小 值 , 即 9p( 纺 
之 9 (t0) (4 芭 1 安 贡 ; 

(iv) 若 [o 旨 =[0,1 且 92+(0) 存 在 , 则 

p+(0)<p(1)—9p(0) 
证 明 (ii) 设 a<< 志 ots 志 5, 从 


如 一 加 ts—il 
t 
ts—ti 1 十 到 一 让 


ts 一 ts 


及 92 的 是 性 得 
(ts—ti) P(t) Sts— i) PH) T(t)p(ts) (5.1) 
对 t>>?t, 记 | | 
_ gp(8) 一 P(7) 
AD rr 


由 (5.1) 式 得 
A(ti, t2) At, t3) A(t ta) (5.2) 
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由 (5:2) 知 , 当 >07? 时 ;A(t,t 上 D 随 单调 减少 ,A(t 一 h,) 随 h 
单调 增加 , 并 且 
A(t—h, ti)<A(t, t+h), b>0,tE(a, b) (5.3) 
在 (5.3) 式 中 令 h->0+, 知 左 , 右 导 数 都 存在 且 9p 人) 才 p1()， 
(i) ”从 (让 的 结论 直接 推出 g 的 连续 性 . 
Qii) 设 toE[a 5], 有 的 令 域 UU(i0), 使 得 
p(t)>9(t0) iEU (#0) NLa, b] 
YiE[a，5]， 存 在 和 (0，1)， 满足 = t+4( 一 i) EDU(t) 中 
fa, 由 此 , 根据 wp 的 凸 性 , 有 
pt) ot Ap) + No 
二 此 
上 9 人 (tp(to) ELa,d] 
(iv) 在 (5 了 ) 式 中 令 刀 =0, ts=t,ts=1, 得 
0 <p(1)—p(0) 


因为 24(0) 存 在 , 故 24(0) 委 2(1) 一 2(0)， 
- “证 毕 

现在 我 们 讨论 抽象 空间 上 的 凸 泛 函 理 论 , 设 邓 为 灾 线 机 空间 ， 
称 有 限 集 {zo, z1,…, zx,} 己 X 是 仿 对 天 关 的 , 是 指 集 他 { 久 一 人 ,7 一 
0 "…3 Ts 一 20} 线 性 无 关 ., 观 称 尚 包 60{zo0; 21,…, 2 是 大 aoy er 二 
zr 为 顶点 的 单纯 形 . 加 

难于 宕 义 在 互 上 取 值 于 B'! 的 泛 函 p, 集 

~ egp={[z,7r]EXxBE'igp(r)<"r} 

称 为 mp 的 上 方 图 (epigrapt)， 设 C<X，C 尖 人 给 定 C 上 的 正则 
泛 阔 g, 我 们 总 可 以 把 p 扩 张 成 整个 空间 有 芷 上 的 正则 法 函 ; 只 需 令 
9(¢) =00 (rEX\O), 

命题 5.1 设 了 为 实 线性 空间 , 则 泛 冰 9: 卫 -> 育 ! 是 凸 的 充 要 
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条 件 为 egp 是 瑟 x 束 中 的 凸 子 集 ， 

证 明 ”必要 性 . 设 g 是 凸 的 , [x,71], [Y,72]Eegq, 于 是 ,对 所 
有 a,h 宇 0,a+p=1, 有 

port By) ap (x) +PBop(y)<ar tbr 

由 此 , [&zx -i By,ari-! Br,jEegp 

充分 性 ， 假 定 egyw 是 凸 的 , 则 domg 作为 egp 在 上 的 投影 
也 是 山 集 ,对 任何 x, yEdomg, [xz,p(z)], [y, p(y)]Eegg. 所 以 对 
所 有 teE[0,1]， . 
[(1—)zt+iy, (lt)9(r)+io(y) Eegp 


这 说 明史 是 凸 的 . 
证 毕 


由 命题 5.1 可 知 ， 王 上 的 所 有 正则 凸 泛 卫 构成 的 集 ， 对 应 于 
并 x 妨 上 的 一 类 凸 耶 集 , 即 所 有 上 方 图 为 凸 集合 .反之 ,对 并 的 任 
一 凸 子 集 0, 也 有 一 个 正则 山 泛 函 | 

0， 当 zEC 于 
1o(®) = 世 。 To 
与 之 对 应 ,该 泛 函 称 为 0 的 指示 函数 (indicator function)。 

-下 设 五 为 实 线 性 赋 范 空间 . . 

引 理 8 设 iO(z0) 是 点 zeSX 的 某 个 邻 域 ，p: 民 -> 及 1: 是 三 
泛 国 , 且 存 在 常数 o>0, 使 得 当 zEO(zo0 时 ,p (oz) 委 c 则 op 在 xzo 点 
连续 . . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 可 设 zo=0( 否 则 , 令 y=z 一 #0， 罗 (y) = 
9 (zo+9) 一 p(x0))， 由 假设 ,在 原点 的 邻 域 0 内 ,9 (2) 委 c<<co, 令 
O01 二 0N (一 0); 取 eE(0，1)， 考 虚 邻 域 :0,， 对 任何 xzEeO， 因 


一 二 E0,, 故 根据 9 的 凸 性 , 有 


0=9(0) =p(TFar+(1 El) 
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< +(1 一 这 sz)e(- 二 ) 


即 wp(z) 守 一 ep (一 xX/e) 写 一 Ec、 男 一 方 ww， 由 x/eSE0O1 及 Pp 是 四 
泛 敬 ,得 9(z) 志 (1 一 e)p(9) +ep(z/e) 志 ec, 因 而 
lp(z) | 入 sc (2EeO!) 
即 9 在 原点 连续 . 
证 毕 

引 理 5.1 说 明 车 凸 泛 函 o 在 一 点 的 某 邻 域内 有 上 界 ， 则 9 在 
该 点 连续 . 

定理 5.2 在 引 理 5.1 的 假定 下 ;9 在 (domp)* 上 连续 . 

证 明 只 需 证 明 对 任何 zxvE(domp)"， 必 存在 邻 域 0(zo) 及 
带 数 31; 使 得 对 一 切 xE0 (zo),p (z) 了， 因为 (domp) "是 开 集 ， 
故 存在 p>1, 满 足 pzoE (domg)*， 按 定理 假设 ,存在 原点 的 邻 域 


0 及 常数 6, 使 得 当 2EO 时 ,9(z) <c， 于 是 ， YrEsot (1 )0, 
可 表 成 . 

=x0 4 (1— 1 +{1- 

= + (1 z= 二 (pzo) +(1 > zE0 


因为 0<1/p<1,domg 是 由 宗 故 #cdomg， 即 mo+(1- 辣 )0 
Cdomp。 最 后 ,由 9 的 是 性 得 到 


Po) SE Pp +(1—S)p 0%) 
A +(1—5)= 


证 毕 

推论 。、 有限 维 空间 X 上 的 同 泛 前 p; 必 在 (domep) "上 连续 . 
证 明 假定 (domopo) "六 设 o 为 由 rn 十 1 个 仿 射 无 关 的 顶 
氮 (os O19 "Gs 所 确定 的 % 维 单纯 形 ， 其 中 wkEdomop( 一 0， 1 
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2) 则 每 一 点 xEc, 都 具有 形式 ， 


光一 ZJ Mai， 0 入 委 1 p37 =1 
i=0 


i=0 


由 于 aiEdomg 及 9 (2z) 的 凸 性 ,有 9p (2) 委 之 ,12 (o)<<co， 因 为 


泛 函 p(s) 在 o. 上 有 上 界 , 所 以 ,从 定理 5.2 得 出 p(z) 在 (domep)* 
上 连续 . 
证 毕 
当 了 是 线性 拓扑 空间 时 , 引 理 5.1 和 定理 5.2 仍 成 立 , 其 证 明 
与 前 面 的 证 明 完全 类 似 . 

”在 非 线性 泛 函 分 析 的 应 用 中 ， 常 常 把 一 些 数学 问题 归结 为 求 
凸 泛 函 在 某 一 西 集 上 的 极 小 问题 ， 从 第 四 章 8 8 知道 ， 为 保证 泛 
函 能 达到 极 小 ， 泛 函 的 弱 下 半 连 续 性 的 概念 起 着 重要 作用 ， 不 但 
如 此 ;而 且 在 单调 算 子 理论 中 , 为 研究 凸 区 函 的 次 微分 的 极 大 单调 
性 , 弱 下 半 连 续 性 也 是 重要 的 . 

首先 ,我 们 把 下 半 连 续 性 的 概念 推广 到 拓扑 空间 ， 设 了 为 拓 
村 空 间 ， 正 则 泛 函 p: 禄 >! 称 为 在 X 上 是 下 半 连 续 的 ,是 指 
gp <hmg(e) VaEX 


这 里 规定 
limg(z)= sup inf g(x) 


Orzolc OZ YEOCZD) 


其 中 {O(zo)} 是 虐 zo 在 了 内 所 有 分 域 的 集合 . 

以 后 把 下 半 连 续 性 简 记 作 1. s. c. . 

命题 3.2 设 开 为 拓扑 空间 ,2: 下 -> 厅 : 为 正则 路 函 , 则 下 列 三 
种 说 法 等 价 : 

(iD wg 在 上 1.s,c.. 
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(ii) 对 每 一 个 rEB'， 水 平 集 (7) ={1zE 和 oO 雪人 在 于 
狼 是 闲 集 ， 
{i -ep 是 及 x 玉 ! 内 的 团 集 . 
”证明 

(CD < (让) 设 7EB'，z0oE9 (7) 二 {xEXXp( 罗 >7}， 由 (i)， 
存在 0 (zo) ,使 得 gs 2P(z)>7， 可 见 O (zo0)Cgp”(7). 从 而 


gw- (rm) 是 开 集 , 改 ps 《7) 是 闭 集 . 
反之 ，Ve>0， 记 0O(zo，8) ={zEX1p(z) >ofto) 一 时， 由 
ii)yOGzo 2)E{O(z0)}， 因为 rao p(x) 之 p(x0) 一 8 故 册 此 得 


人 令 e 一 0， 使 知 (i) 成 立 ， 


0) < > (iii) 倘若 把 egp 视 作 六 xB! 上 的 泛 归 一 人 D(x， 7) 

三 p(x) 一 7 的 水 平 集 , 则 从 仆 <=> (让 立即 得 到 GD) 二 > (iii). 
证 毕 

设 X 为 Banach 空间 ， 相 应 于 瑟 的 强 折 扑 与 弱 拓 扑 来 考虑 泛 
仙 的 下 半 过 续 性 , 我 们 有 

定理 5.3 设 p: 六 -> 及 ! 为 凸 泛 国 ， 则 pl.s,c, 等 价 于 m 弱 1 
"SC 

证 明 由 命题 $.2, 只 需 证 明 对 任何 止 集 CCX,C= Cu 其 中 
已 与 Cu 分 别 表示 C 的 强 闲 包 与 弱 闲 包 ， 显 然 有 CCC。. 

反之 , 设 xECo. 若 xzE5, 则 由 凸 集 第 二 分 离 定理 , 存在 fEX*， 
J 了 0, 使 得 


(f, 7) >sup(, y) 


因为 YECw 故 Ye>0, 3z 的 红 邻 咸 7, 使 得 对 一 切 zeEV，(f,z) 汪 
(f,?) 一 e， 特别 地 ,对 所 有 9EV 间 C， 有 (f, 四 宇 (f,z) 一 2， 到 en 
请 足 
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0<<eo< (ff 2) —sup(f, 幼 
3 EC 


及 yoEUNC, 则 得 矛盾 结果 eo 二 (fF， 3 一 所 志 E3; 所 以 必 有 CoCD. 
证 毕 
5.2 次 微分 的 进一步 性 质 
在 这 里 我 们 要 进一步 讨论 凸 泛 函 次 微分 的 一 些 重要 性 质 ， 特 - 
别 地 ,将 要 证 明 一 个 重要 结论 ; 下 半 连 续 的 正则 凸 证 函 的 次 微分 是 : 
极 大 单调 映射 . 
定理 5.4 设 革 为 实 Banach 空间 ， 泛 函 p 在 domp 上 次 可 
微分 ,7VCdome 是 凸 开 集 , 则 op 是 世上 的 凸 泛 函 且 1.s.c.， 
证 明 ”由 假设 , Yx,yEU, tEF0,1],z= (1—t)z+ tySUV, 于 是 ，. 
对 JEop(z) ,有 
PI)FP2) (fx—2), p92) i (fy—2) 
(1 D9 ty))>7(2) =p((1— r+ ty) 
这 说 明 g 在 中 而 .现在 , 设 zeED,{z CD, xs>z0, 取 fE939 (x0) ， 
则 
PTs) Pro0) -t (Ff, xn — £0) 
朵 而 lim P (7)>9 (x0), 即 p 在 VU 上 1.s.c.. 


证 毕 : 
为 证 明 下 面 重要 结论 , 需要 在 乘积 空间 中 利用 凸 集 分 离 定理 ， 
这 又 需要 先 引 入 超 平 面 ， 设 人 起 实 线性 赋 范 空间 ， 用 z, y 或 z,m 
分 别 表示 祥 X 玉 , 藉 ，B! 中 的 元 素 ， 这 样 ， 可 以 写成 如 下 表示 式 
?二 [y, 7?]. 设 mp 是 瑟 x 玉 上 的 志 续 线性 泛 国 ， 容 易 得 到 ，p 的 -一 
般 表 达 式 应 为 (2z) =8(9) 十 47, 其 中 gEX*，4 是 一 确定 的 实数 . 
因此 , x 中 闲 超 平面 具有 形式 
。264 。 


={zEX x Ellg(z)=a} 
={[y,7]|(9,0) 4Ar=a} a€EB! 
定理 5.5 设 为 实 线性 赋 范 空间 ，91,92 为 上 的 山 泛 函 ， 
dompi 门 domps 关 必 且 存 在 zoEdomgi 几 domgs， 使 得 pi 或 9 
.在 zo 连续 , 则 
9(9i1+P2) =991+ IPs 
证 明 首先 由 次 梯度 不 等 式 ,显然 有 
gpi(x) 十 9902(7) SAPP2) 7) VrER 
其 次 ,不 妨 设 pi 在 zo 点 连续 ，VfE9《g1 十 2) (z)， 我 们 来 证 
明 存 在 f/E991(x) ,fiE9gs(z), 使 得 =f 十 f2， 由 次 梯度 不 等 式 ， 
于 满足 
Pi) p12) — (fy—7)P2(7) — py), VYyER 
考虑 集 
A={[y,7JEX XE lp pr) — (fy—7) 7} 
B={[y,7]EX x E97) — 9p2(y) Sr} 
最 然 4,B 是 凸 集 , 且 4 已 的 公共 点 只 能 在 各 自 的 边界 上 ， 因 为 4 
是 同 泛 函 
PH) =P19) P17) — (fy—7) 
的 上 上 汶 国 性 “5domgp, 几 domgs 连续 . 因此 
A°= (eg9) "于 他 
二 集 第 一 分 离 定理 , 存在 闭 超 平面 
HU={[y,r]|(9,9) +Ar=a)} 
分 离 4 与 B， 其 中 gEX*，4.aE8!。 注意 到 4 六 0， 否 则 五 将 分 离 
过 om 与 domp*， 不 妨 设 4 污 0, 于 是 ,有 
P22) — p28) Sh Y) + ap) ~—gpi(7) — (fy—7), 
Vy€EX 
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其 中 1= 一 元 9，a= 生 ， 取 8= 六 得 a= 一 (有 5 为 . 圾 


Di 一 PC) 之 (十 有 一切 
2(Y) — P22)>(—h,y—7) 
由 此 ,十 有 E9391(7x), 一 hEgp2s(7), = (f 二 及 一 所 


YE 已 


证 些 

推论 设 wp，9s，…，gn 缘 为 和 上 的 凸 话 基 且 存在 mE 人 

domopi 使 得 pi 2,…, pn 在 zo 连续 , 则 
3(DI 二 2 十 十 pn) 一 991 二 902 十 … 十 2p。 
证 明 ” 依 定 理 5.5, 用 归纳 法 可 得 . 
证 毕 

引 理 5.2 设 实 Banach 空间 蕊 上 的 正则 凸 疙 国 2 是 1.s.c. 
的 , 则 op 在 (domg) ”上 连续 . 

证 明 留 作 习 题 . 

下 面 给 出 山 泛 函 次 可 微分 的 充分 条 件 . 

定理 5.8 设 X 为 实 Banach 空间 ，9: 了 > 如 为 1.s.6. 的 正 
则 凸 泛 函 且 (domg)" 直 名, 则 9 在 domp 上 次 可 微分 . 

证 明 由 引 | 理 5:3, 8 在 (domg) "上 连续 ， 所 以 (eg9)* 志 2 
设 zsdomep， 令 了 = {aoj X( 一 吕 ，9p (x0o)j. 显然 『 是 Xx 有 中 
的 凸 子 集 ， 由 命题 5.1，egg 也 是 子 x Bi'! 中 的 凸 子 集 ， 因 为 {[z， 
]|9(z) < 入 = (eggp)" 关 , 且 VN (egy)” 一 ,所 以 由 凸 集 第 一 
分 离 定 理 ,存在 闭 超 平面 分 离 eg9 与 V, 即 存在 hkEX* 及 mEB!， 
使 得 | 

{kK,2) +mA>o BF,AjEegg 
(k,2) -maos 当 [z, AJEV 


ee Se k & a 
不 妨 设 和 >>0. 记 =-- 一 ,7 一 一 , 则 有 
Re mm 
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A>(h,7z) 二 7， 当 [z,4]jSegm (5:4) 


4 委 (82) 十 "7， 当 [z， AlEV (5.5) 
显然 [z,p(z)]Eegp, 于 是 从 (5.4) 式 得 
p(z) 之 (jz) +r, VrEX (5.6) 
因为 [zw, 9 x0)]EV, 所 以 从 (5.5) 式 得 
P(X0) Lh, xo) 十 和 (5.7) 


(5.6) 式 与 (5.7) 式 两 端 分 别 相 减 ,有 
Px) -pro0)h,7-rx0) VrERN 
这 说 明 9 在 ma 是 次 可 微分 的 ， 
证 毕 

早 在 本 章 §1 例 2 就 已 证 明 次 微分 3p 是 单调 映射 ， 现在 我 
们 来 证 明 39 还 是 极 大 单调 的 . 

定理 5.7 设 X 为 实 Banach 空间 , p: -> 尿 是 正则 凸 诈 函 且 
下 半 连 续 , 则 3p 极 大 单调 . 罗 

证 明 ”由 假设 及 定理 5.6,9 在 domp 上 是 次 可 微分 的 , 即 39 
存在 ， 我 们 利用 定理 4.5 来 证 明 39 是 极 大 单调 的 ， 即 YfEX, 方 
程 fE(J +99)z 有 解 zxE 儿 (3p)， 实际 上 ,考虑 泛 函 


$C2) 一 本 zj 十 oz) — (Ff, 2) 
易 知 办 开 -> 到 也 是 正则 凸 泛 本 且 下 半 连 续 ， 因 为 当 z|->co 时 ， 
(7) 一 co 所 以 由 第 四 章 定理 3.2 之 推论 ,存在 zoEX, 使 得 (zo0) 
==infy (z)， 由 次 微分 的 性 质 知 , 0€ 纺 (9g) 和 9E9y (zo)， 由 定理 


5.5, 有 


geay(z) = (JT4ap Df 
故 fE(J -Hap)zo 可 见 3p 是 极 大 单调 的 . 加 
1 证 毕 
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3$6 在 Hammerstein 积分 方程 上 的 应 用 


:- :Dolph, Minty, Brkzis、Browder.Amann 和 Gupta 等 大 
地 把 单调 算 子 理论 的 一 些 基 本 结果 应 用 到 Hammerstein 型 非 线 


性 积分 方程 的 研究 中 去 . 
设 Q 是 n 维 欧 氏 空间 B" 的 有 界 Lebesgue 可 测 集 ， 考 虑 Har 

mmerstein 型 非 线性 积分 方程 
wo 十 | KC, gs) d=0, zEQ (6.1 


和 核 函 数 K (zy) 所 确定 的 线性 积分 算 子 
(KW (=| Ks) uly) wy 


定理 6.1 设 
(i) 线性 积分 算 子 下; Z2(9)->Z2(9) 是 有 界 对 称 和 正 的 . 
(ii) Caratheodory 图 数 g(x, 4) 满 足 
19(z 2 {<alz) +b)ul, YrEQ, |u)<o0 
其 中 a(z)EL2(0),5>0 
GiiiD | 人 222 生 | 二 2 几乎 对 所 有 zE9, 14|<oo 
(iv) jug(z, |<<ew?, 几乎 对 所 有 zEQ, |w| 过 oo 
其 中 0<MIKI<1,0<clKI<1. ..…. 
则 方程 (6.1) 在 I?(Q) 内 有 解 . 
证 明 依 条 件 ( 让 )) 及 第 一 章 定 理 1.1, Caratheodory 映射 G: 
1(Gw) (z) 1=g(z，s(s)) 从 以 (9) 到 (9) 且 连续 ， 因 为 有 界线 
性 算 子 玉 是 正 的 , 故 有 唯一 平方 根 及 i， 考虑 抽象 方程 


F(v) =v+ KiG(Kty) =0 (6.2) 
* 268。. 


车 ， 是 (6.2) 的 解 , 则 
大志 KG (ED) =0 
这 表明 := 天 如 是 方程 (6.1) 的 解 
今 证 方程 (6.2) 在.Z2(9) 内 有 解 ， 首 先 注意 到 由 于 玉 是 连 


续 算 子 , 故 严 = 7 玉 tGK 主 连续. 其 次 来 证 明 算 子 厂 是 单调 的 , 从 
条 件 (iii)， 

jg (ay) 一 gC | 三 必 |w -al 对 几乎 所 有 2E9 
由 此 ;Yu uzEL*(Q2) 有 


1G tu) —G (Ktu) 
=| lgG (Kl) (0) —g Ce, (Kdus) (2)) [ds 
SM | NE Fm) (7) — CK a) (2) [ras 


=M' Kiw Riu 
从 而 
(F (M1) —F (2), Ui us) 


= ( KIGCEY) we FR iG), uu) 
2 } } 和 
= ju ut (Kiw — Kiw,G(Ktn)—G(K tu,)) 
> EY 
lw MEIKE uu) fh 
> MEK mul? 
最 后 米 证 明 卫 龙 强 制 的 ， 事 实 上 ,由 条 件 (iv), 当 wvEZx(Q) 时 ， 有 
(下 (ya 一 | 2 十 (开业 CE ,wu) 
一 iT (G( 天 所) 开刀 
.DG69 ew 


= | KE (2)9e, (KE) (2)) de 
>lul’—e(Ru,W) 
>(1—cIKD I 
由 干 (1 一 clk 站 >0, 玫 也 是 强制 的 ， 根 据 定 理 4.4 的 推论 ， 方 各 
《46.2) 有 解 . 
证 毕 
下 面 对 方 程 (6. 1) 的 玉 (z, 纪 和 9(z,g 都 用 单调 性 假设 给 出 
解 的 存在 性 ， 
定理 6.2 设 


(i) 线性 算 子 KK; 了 (QQ)->Z2(8)(2>1， 方 + 记 = 满足 


P 


(Ku, 4) = | ae unu) dry20 VuEL(Q) 


(ii) Caratheodory 函数 满足 
19(zy 0 sa blulr!  VYzEg | <co 

其 中 ,aa 人 (z)E72002),D 盖 0， 

(iii) 8(2 wu) gu) VrERQ, WW 

《iv) ug(z, WW) cll? VrEQ, lul<oo 
其 中 c 二 0,， | 
出 方程 (DD 在 妇 (2) 内 有 解 ， 此 外 ,如 果 

(HY (Ka, 0 VuEL SO 

(iii') g(xsu) g(x,") VrEQ, YW, 
姑 太 程 (6: 罗 有 孜 一 解 

证 明 ”我 们 把 方程 (6.1) 写 成 抽象 形式 

ut KG(W) =0 (6.3) 

共 中 G 吓 由 函数 yg 所 确定 的 Ceratheodory 映 射 ， 方程 (6.3) 等 
3 


价 于 
0EK-IW) + GO (6.4) 
一 般 来 说 , K-! 是 多 值 的 , 由 条 件 0, 线性 算 子 K: L:(9)->L?(9) 
是 单调 的 ， 而 线性 算 子 必 是 半 连 续 的 且 下 的 定义 域 是 全 空间 ， 
所 以 K 足 极 大 单调 的 , 从 而 ,下 -! 也 极 大 单调 ， 条 件 ( 让 ) 保 证 了 G: 
Zr(2)->7Z2(2) 连 续 和 有 界 ， 由 条 件 (iiD, Yus, wsELr(Q), 有 
(GUO 一 CO Hi — us) ” 

=| (gl, m0)) -CCD) Cn 一))az>>0， 

可 见 G 单调， 此 外 ,yas7z(9), 有 


(GD, WD | gan ) u(r) 
>e| lar) rd 
二 ed ， 
国 为 “>0, 3?>T 所 以 C 是 强制 的 ， 总 之 ， 算 子 C 是 有 界 . 连续 、 童 
调 日 瘟 制 ,多 (G)CL?A(Q). 天极 天 单调 ,0E 玉 -100). 由 定理 4.3 
的 推论 1, 人 R(K-!' 二 G) 一 了 * 当然 (6. 人 可 解 . 
最 后 ， 我 们 证 明 解 的 办 一 性 ， 著 不然， 设 ww, twEL?(9) 都 是 
(C6.3) 的 解 , 则 易 得 - 
Ui Ua t+ KG(H) — KG(u)=0 (6.5) 
设 满 足 条 件 (i)， 从 (6.5) 和 外 
(a — Us, CGO — Gu2)) (KGG) — KG(u,), 
GA) -OG(u)) =0 (6.6> 
由 条 和 件 CG), (66) 式 第 二 项 是 正 的 ,所 以 
| (GW) Gu), du) 0 
此 与 G 是 单调 的 相 亨 盾 ， 如 果 满 是 Ci), 则 因为 w(x) 与 W(x) 必 
然 不 是 儿 乎 处 处 相等 的 , 所 以 
* 27I 


(G1) —G (2), Wi — 2) 
= | Gas) gs, m6) Cm (7) —m (rs)) >0 


从 而 (6.6) 式 第 二 项 是 负 的 ,此 与 (Ka 四) 之 0 相 了 矛盾 , 可 见解 唯一 . 
证 毕 


3 7 在 所 线性 精 图 型 偏 微分 方程 边 入 问 题 上 的 应 用 


在 六 十 年 代 初 Browder、Leray 和 Lions 已 成 功 地 将 单调 
算 子 理论 的 基本 结果 应 用 到 拟 线性 椭 贺 型 偏 微 分 方程 边 值 问题 解 
ee rn san ctw SI en 

沦 在 非 线性 抛物 型 方程 边 值 问题 和 发 展 方程 上 也 有 广泛 应 用 . 

我 们 首先 简要 地 介绍 一 下 有 关 Sobolev 空间 的 一 些 概念 设 

是 % 维 欧 氏 空间 8” 中 的 有 界 开 集 ， 其 边界 29 是 充分 光滑 的 . 
记 z= (1 T2070) ,= 0 C2 en) | = 
中 每 一 xi 都 是 非 负 整数 ， 设 C7(Q) 到 Q 上 无 穷 次 可 微分 且 具 有 
紧 支 集 包 含 在 内 的 函数 全 体 , 即 gEC3(OQ) 当 且 仅 当 p 在 人 8 上 无 
穷 次 可 微 ,supp 9 是 紧 集 且 supp pC9. 设 函 数 &% 在 2 上 基 有 lal 
阶 连 续 信 时 数 二 由 分 部 积分 公式 易 知 


TA 


| 


XIIC TN XRn OXiQTL OTen 


VoEOY (0) (7:.1) 
Diel 2 
DD"= DID Di = =——, D?t 
CO941DZ32 se Orn : ers ws Ea 和 这 样 ， 


《7.1) 式 简化 成 为 
| pp = (一 De | pe) Daz)ar YoEC® (0) 
(7.2) 


~ 272。 


定义 7.1 设 we12(Q)， 如 果 存 在 E12(0), 使 得 
faprp =D" | vbr)p Cz) Yecr 9) 
(7.3) 
越 立 ， 则 称 p 是 4 (在 Sobolev 意义 下 ) 的 a 阶 广 义 导数 ， 仍 记 作 
v= Dy. : . : 
注意 (7:9) 式 左 端 的 D'p(z) 是 通常 导数 ， 比 较 (7.2) 和 (7.3) 
两 式 易 知 , 当 * 具有 a 阶 通常 导数 时 , 它 必 有 & 阶 广义 导数 且 两 者 
一 致 ， 因 此 , 广义 导数 是 一 种 弱 导 数 ， 由 于 C8(2) 在 到 (2) 中 处 
处 稠密 , 所 以 不 难看 出 , 如 果 广义 导数 存在 ， 另 网 在 几乎 人 处 意义 下 
是 唯一 的 ， 还 要 指出 的 是 Dau = 六 
定义 7.2 设 m 为 非 灸 整数 ， 在 函数 集 
H"(0)= {EL(Q) | DELAQ), YW "lel<m 
中 规定 内 积 站 
《us 0) m= Se Vu vEH"™(Q) 


slalgm 
后 ， 其中 Zu 是 广义 导数 , 则 称 及 "(人 2) 是 Sobolev 空间 . 
容易 证 明 及 只) 是 可 分 Hilbert 空间 ,其 范 数 


1 
Il > [ow ) (7:4) 


Ols 1m 
(8) 一 2(Q)，03(9) 在 Hm"(Q) 内 的 闭 包 也 是 Hilbert 空间 ， 
记 作 ?CQ). 在 五 8(2) 中 可 用 


Il =( Liewopa 


作 范 数 ,这 是 因为 它 与 (7.4) 表达 的 范 数 等 价 ， 

本 书 不 讨论 一 般 的 Sobolev 空间 理论 , 

现在 设 吕 是 E" 中 的 有 办 开 区 域 ,并 且 其 边界 39 充分 光滑 使 
得 Green 公式 成 立 ， 给 定 人 上 的 函数 f, 考虑 边 值 问题 


和 =f(7) ZE 人 3 (7.5) 
2 iu=f(z) 
32 《7 .6)》 
,0 


若 存在 Q 内 二 阶 连续 可 微 且 在 可 上 过 续 的 函数 4 适合 Dirichlet 问 
题 (7.5), 则 称 % 是 (7"5) 的 古典 解 ， 但 是 如 果 函 数 了 相当 一 般 , 比 
如 JEZ2(9)， 那 么 (7 .5 的 古 烛 肝 就 不 一 定 存在 ， 因此 有 必要 扩充 
解 的 概念 . 

今 设 JEZ2(9)，w 是 (7 本 的 古典 解 ， 于 是 

CA) ras) od ={ KGz)p(z)az ypsC8(O) 

(7:7) 

由 Green 第 一 公式 ,有 z 
[CAs +t us) pl) a= {Dapivdrt [usps)a 


-| Sepds (7.8)》 
因 9 在 39 上 便 为 零 , 故 上 式 右 端 最 后 一 个 积分 为 零 . 记 
alu, 9p)= 5 | DraDigdz+ | alz)p(z) de 


li 
sp = | fp) 
这 样 ,从 (7.7) 和 (7.8) 得 


a p)=f,9) VpECY(O) (7.9) 
因为 C3(Q) 在 玛 (9) 内 处 处 稠密 , 故 从 上 式 还 有 
alu, 9)=f,p YYpEEIC) 《7.10) 


定义 7.3 设 fE2C8)， 如 果 存 在 2EH?(8) 站 H5(Q), 使 得 
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(7.10) 成 立 , 则 称 ! 是 问题 (75) 的 广义 解 

从 上 边 的 推导 显 见 , 如果 是 问题 (7.5) 的 古典 解 ，( 假 定 JE 
C())， 则 它 必 为 广义 解 

反之 , 若 * 是 问题 (7.5) 的 广义 解 , 则 (7.9) 成 立 ， 回 想起 此 时 
uw 9) 等 于 (7.8) 之 左 端 ,所 以 有 

| (一 Axz)+wz))p(zD)m 和 = | fr)p(s)de YoeCr (9) 


从 UE 如 (8) 知 412o 二 0， 由 此 ， 再 注意 到 定义 7:1, 当 把 (7.5) 中 
的 导数 理解 成 广义 导数 时 , % 是 问题 (7.5) 的 解 ，. 

完全 类 似 地 , 如 果 是 Neumann 问题 (7.6) 的 古典 解 ， 则 它 
必 满 足 . 
. alu, 9) =(f, py VpEH' (A) (7.11) 
称 (7 1D) 的 解 w 是 (7.6) 的 广义 解 } 反之 ， 如 果 色 是 (7.6) 的 广义 
解 , 则 把 (7 下角 成 广义 导数 的 意义 下 ,4 是 它 的 角 ， 在 
此 就 不 详细 推导 ， 请 读者 自己 完成 之 ， 

现在 我 们 回 到 本 节 要 讨论 的 主要 问题 ， 把 单调 算 子 理论 用 
到 拟 线性 椭圆 型 偏 微分 方程 的 研究 上 去 ， 设 对 酚 中 的 有 界 开 区 
域 2 的 要 求 如 前 ， 考虑 取 广 义 散 度 型 的 2m 阶 非 线性 偏 微分 
算 子 

48== 人 (一 DIDed(z ay Du), (7.12) 


0 和 jcis 人 mn 
给 定 函 数 fjEZ2(2) ,考虑 边 值 问题 

fe - 在 Q 内 

Bu=0 在 38 上 ,0 过 7<m 一 ! 
其 中 4 是 由 (7.12) 式 定义 的 ，B; 是 mm 一 /一 1 阶 非 线性 偏 微分 算 
子 ， 仿照 对 问题 〈7.5) 和 (7.6) 的 处 理 ， 我 们 作 算 子 4 的 广义 
Dirichlet 型 


(7.13) 
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Q(2 1) 一 >) | aaas 0 20 Dm) Drvdr Vu, vEH"* (0Q) 
Cs itm (7.1 
回想 起 从 (7.5) 引 出 (7.10)， 从 (7.6) 引 出 (7.11) ,我 们 着 手 统一 处 
理 各 类 问题 ， 取 闭 线性 子 空 间 了 满足 关系 : 
3(Q)CVCH"™(Q),V 是 可 分 Hilbert 空间 . 
记 
G0)=|[ Hz)olz)m YeE 


定义 7.4 设 feV， 如 果 玉 中 的 w 满 足 
| aQuw v=o VvEV (7.15) 
则 称 % 是 方程 4w=f 相应 于 子 空间 7 的 变动 边 值 问题 的 解 
为 什么 称 为 变动 边 值 问题 呢 ?因为 当 把 斑 取 成 介 于 及 ?(Q) 与 
H"( 吕 ) 之 间 不 同 也 空间 时 ,相应 于 的 变动 边 值 问题 表示 不 同类 
型 的 边 值 问题 ， 例 如 , 当 取 五 = 五 ; (9) 时 ， 方程 一 Aw 十 4 一 了 相应 
于 了 的 变动 沈 值 问题 的 解 是 (7.5) 的 广义 解 ; 当 取 了 = 已 (OO) 时 ， 
方程 一 Aut+# 二 了 相应 于 V 的 变动 边 值 问题 的 解 是 《7.6) 的 广 
义 解 ，。 
一 般 地 ,根据 空间 斑 的 选择 不 同 ,问题 (7.15) 相应 于 方程 hu 一 /的 不 同 边 
界 条 件 ,这 里 仅 列 出 结果 , 就 不 给 出 证 明了 。 
.40 当 V== 有 38) 时 , (7.15) 的 解 % 是 广义 Pirichlet 问题 
Au=f, xEW 
fe X90 j=0,1,.,m—1 


iu 


的 广义 解 ,其 中 > 3 了 是 外 法 向 导数 。 


2” 当 P="((9) 时 , (7.15) 的 解 是 方程 44==f 的 广义 .Neumann 边 值 
问题 的 广义 解 。 
3” 当 有 9(09) 后 7 后 8" (0) 时 , (7,15) 的 解 % 是 方程 Au= 了 的 混合 型 边 
值 问题 的 广义 解 。 
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现在 萎 虑 问题 (7.15)， 用 1! 表 [0， 上 co)， 车 存在 连续 函数 
9:B1->B!, 使 得 
lalu,») <9 Cal) lvl, (7.16) 
则 对 任 一 固定 的 wEV,a(w, .) 是 上 的 有 界线 性 泛 函 , 从 而 存在 叭 
一 的 wEV, 使 得 
a (V0) = WwW, pO ms VvEV 
其 中 (:，>m 是 按 (7:4 式 定义 的 内 积 ， 令 Tu=w， 于 是 它 定义 了 
一 个 算 子 ZT:V->V(-- 般 来 说 是 非 线 性 的 ), 满足 
a(u, 2) = Tu, 9) VvEV 
联合 (7.15) 式 得 
Tu=f (7:17) 
因此 ，4u= 了 相应 于 子 空间 V 的 变动 边 值 问题 的 解 是 抽象 算 子 方 
程 (7.17) 的 解 ,反之 ,显然 (7.17) 的 解 是 4u=f 相应 于 的 变动 边 
值 问题 的 解 ， 

为 了 表达 清楚 起 见 ， 记 =Dew(w=0,1， Le- = 
算 子 4( 见 (7,13)) 中 的 4。(z,%,…, Dmw) 就 简 记 成 4 (zyaoy an 
Wm). 

定理 7'1 设 9 是 中 的 有 界 开 区 域 ， 其 边界 是 充分 光滑 
的 ， 又 设 由 (7*13) 式 表 过 的 算 子 4 满足 下 列 条 件 ; 

(i) 每 一 个 4. 是 Caratheodory 函数 ， 即 对 几乎 所 有 zE2; 
全 关于 (wo op … um) 连续 ,每 一 组 (uo ty am) 关 于 gz 在 人 上 可 
济 且 存在 ac 夸 (9),8>0, 使 得 


I4. (£3 Uo Us » un) [Sas) + Iu, | (7.18) 


. (ii) 对 任 一 zc 及 任何 (zeoy 20 am) 《22092192 加 )， 有 


2) LAC, Uos Wis sm) 


Osloi<m 
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- —A, (7, Uo Uis Wn) | (Wa— Hs) 0 
(iii) 存在 co>0 和 函数 MEZE(2) ,使 得 当 zxG8Q 时 ,有 


DY Aalrstous es Un) Uco DY lual’—h(z) 


0<lc ls<m Ogla lSm 
则 对 任 一 fE7，4x= 了 相应 于 子 空间 了 的 变动 边 值 问题 的 解 恒 
存在 . 
证 明 由 (7.18) 容易 直接 验证 ， 当 wER8”(8) 时 ,4a(#， 
u(t), DUT) EL (Q) EH Vu vEH™(N) 


| zi pmaDeomx | 
-0 


人 


(| 4 ,2 Dy) ar) (op 


. AT 
< ee) so Do) lot) 
-deal 人 (foopay 
<(ol roluln) ol 
对 4 求 和 并 问题 (7.14) 式 得 。 ee 
alwyp) Tg Cn) od, 

其 中 g(r) 二 加 (bal 十 57)， 即 a(w,9) 满 是 (7.16)， 因 而 ,存在 算 子 
7T:V->V ,使得 求解 Au=f 相应 于 子 空间 7 的 变动 边 值 问题 等 价 于 
在 了 内 求解 方程 Tu 一 f， 下 面 我 们 来 征明 7%=f 有 和 解 . 

1° TD 是 次 连续 的 ， 由 (7:18) 并 仿照 第 一 章 定 理 1.1 的 证 明 ， 
容易 知道 Carathecdory 上 映射 (Fs) Cz) 一 46(z, auo(z)，m(z)…， 
un(ZT) 从 LILY"H(Q) 到 天 (2) 连续 ( 见 第 四 章 §1). 设 在 VY 内 ， 
w>u, 即 1 一 u]>0， 注 意 到 (7.4)， 可 知 在 [2(9) 内 ,有 Dream- 
Du (n>c0,0 达 |g| 声 m). 于 是 , YvEV 有 
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[Tus— Tu, pv | = |a(un, ob) —a(u,»)| 


=| > | EdaCey un Ds) — As (zs th DD" Dot | 


| 0gtai<m 


到 2 (| 4 Ce Drm) 


Ogiglgm 
| 去 
一 4(zm spDnm [dz ) (| .pep ) 
因此 , 当 在 了 内 如 >u 时 , 《Tw 一 Tu,5》->0. 
2 ”了 是 单调 的 ， 由 假设 (iib， 对 任何 妈 2EP， 
Tu— Ty, uv au 2 一 2 一 Go 人 一 2 


=| >) [LACz, 4 Dw) — A lz, 0 D™v) ] 


fF0<lal<m 
‘(Dru— Dw) ur 站 
3” 了 是 强制 的 ， 从 条 件 (iii) 推 得 
<Tu, 1) = a (u, 2 | 
= 5 | 4Gw 7 Da) Drude 


Osa 


>0, 5 | pwrds—| Kr)dr 
Qciaigm 全 2 
一 Cojala 一 jo 


其 中 加 = | Mz)az， 可 见 卫 是 强制 的 ， 


总 之 ， 由 定理 4.4, VfEV, Tu=f 可 解 . 
证 纤 
最 后 ,我 们 指出 条 件 Gi) 表明 算 子 4 是 非 线性 梯 辆 型 的 . 


88 在 凸 规划 上 的 应 用 
每 个 数学 规划 问题 都 可 以 化 成 求 目标 函数 在 某 一 集合 上 达到 
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下 确 界 所 需要 的 条 件 . 第 四 章 8$ 3 曾 给 出 可 微分 泛 函 取 极 小 的 必 
要 和 条件。 但是， 现代 规划 论 中 党 出 现 求 不 可 微分 泛 函 的 最 小 值 问 
题 ， 设 闻 为 实 线性 赋 范 空间 ， 旬 是 基 的 非 空 子 集 ， 给 定 正 则 泛 函 
P10>B! 和 泛 销 fi:XX>B!,g 三 -> 有一 1 ,Nn; j=1,.,m), 
最 优化 问题 是 : 求 z*EQ, 使 得 


pr*) =inf 2(Z) 一 6 (8.1) 

且 满 足 时 
fi(z)EO0 j=1,,n - (8:2) 
9g/(7)=0 j=1,°,m (8.3) 


x* 是 最 优化 问题 (81) -(8.3) 的 最 优点 ， 而 相应 的 目标 泛 函 值 
9(z*) 称 为 最 优 值 , 称 (z*,p(z*)) 是 最 优 解 ， 但 是 ,习惯 上 常 把 x* 
称 为 最 优 解 ， 当 只 是 凸 集 ,p;, fi,91 都 是 凸 泛 函 时 ， 上 述 问 题 就 成 
为 凸 规划 问题 ， 这 里 我 们 不 考虑 带 不 等 式 约束 (8.2) 和 等 式 约束 
《8'3) 的 问题 ,只 考虑 无 约束 凸 规划 问题 (8.1)， 下列 定理 用 到 $ 5 
中 的 凸 集 Q 上 的 指示 函数 7o(z)， 

定理 8.1(Pschéntischny, Rockafellar) ” 设 卫 为 Banach 空 
间 , QCX 是 非 空 凸 集 ,p:X-> 忆 :是 凸 泛 函 ， 此 外 ,假设 还 满足 : 
“0Q° 或 者 gp 在 中 某 点 zo 连续 (8:4) 
则 下 列 三 个 结论 等 价 . 
(i) z* 是 (8.1) 的 解 ; 
(ii) 9E3p (2*) +- ol, (2*); 
(iii) 对 任何 zEQ,hEXX,6,g(z)h 总 存在 是 
O92*) (rt—7z*)0, VrEQ 
此 外 ,还 有 以 下 结论 
(iv) g 在 上 的 局 部 极 小 也 是 9 在 上 的 最 小 值 ;车 用 多 表 
示 (8.1) 的 解 集 ; 则 
(V) 双 是 凸 集 ; 
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(Yi) 若 2 下 半 连 续 , 吕 是 闲 集 , 则 允 是 闭 集 ; 
GCVii) 若 2 是 史上 的 严格 凸 泛 函 , 则 多 最 多 是 单 点 集 . 
证 明 显然 z* 是 问题 (8.1) 的 解 等 价 于 xz* 是 
min (pT)+Io(7)) =a (8.5) 


的 解 ， 由 次 微分 的 性 质 ,z* 是 (8.5) 的 解 等 价 于 9E3(p 二 Ta) (z*)。 
注意 到 To(z) 是 凸 泛 函 及 条 件 (8.4), 由 定理 5.5; 有 
3(p 二 To) (2*) = (z+) -37o(zy) 
所 以 GD) 与 (ii) 等 价 ， 
今 证 (GD 与 ii) 等 价 ， 记 (botz+tDO(GE[ 一 D 1) 由 
于 9 是 凸 泛 函 , 易 知 世 是 [一 1 了 上 的 凸 函 数 ,得 由 定理 6.8 的 失 
论 知 是 连续 的 ， 根 据 定理 5.1， 连 续 凸 函数 的 左 、 右 导数 总 存 
在 ， 所 以 ， 对 任何 zEQ 及 hEX，6,g9(2)&=1(0) 存 在 并 且 还 有 
(1) 一 (0) 之 1(0)， 这 家 胡 
Pt) pr 8.6) 
如 果 z* 是 (8 了 ) 的 解 , 则 对 任何 4E[0, 1], 有 (zt) 宇 py(0). 于 
是 ,$4(0) 守 0， 取 =zx 一 2*, 得 
OP(7*) (2—7r*) = (0)>0 
反之 , 设 对 一 切 xEQ, 有 
d+9 (2*) (2—z*)>0 
在 (8*6) 式 申 令 %=z*,h 二 zx 一 x*, 
p(7)—9p(2*)20 
即 z* 是 (8.1) 的 解 . ~ 
证 明 (iv) 设 p 在 z* 取 局 部 极 小 ， 对 任何 zE9, 作风 (t= 
Pz" tz 一 2*))， 因 为 gq 在 z* 取 局 部 极 小 ,所 以 存在 6>0， 使 
得 当 0<t<6 时 ， 有 W(t) 宇 w(0)， 因 为 p 是 凸 泛 函 , 所 以 是 贞 
函数 ， 由 本 章 定理 5.1, 有 (1)>%(0)， 即 gp(z) 之 gp (z*)， 可 见 
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Zz*) 是 9 在 整个 人 上 的 最 小 值 . 
证 明 (V) 设 z,yE 纪 由 于 9 是 凸 泛 图 , 故 当 锥 [0, 1 时 ,有 
4 和 2p (4z 十 (1 一 力 幼 和 42(2) 十 (一 人 9p (Y) 
”一 4 二 (一 人 一 4 
可 见 4z 十 (1 一 人 JE 和 
证 明 (vi) 设 zrE 缉 ,zn>z。 因 如是 闭 集 ， 故 有 YEQ， 又 由 
(zn) 二 a 及 9 的 下 半 连 续 性 ,有 
a<p(7)<limgp (zr) =a 


可 见 vE2%L 

证 明 (vii) 假若 有 sr， 护 E2 且 z* 六 yy*, 则 从 9 的 严格 同性 ， 
对 0< 1< 1 就 有 

9《4z* 十 (1 一 3) <Ap(2) + (1—Dp(y*) 
二 40 十 (一 4)6 一 4 
这 与 a 是 9 的 极 小 值 发 生 冲 突 ， 所 以 双 最 多 是 单 点 集 . 
证 毕 

细心 的 读者 会 注意 到 ,定理 8.1 的 结论 (iv)- (vii) 并 不 需要 条 

件 (8: 作 ， 


习 题 

1， 设 7T;B"->B" 单调 , 且 T(B") 一 Bo， 试 证 当 过 十 >co 时 ,| zl->oo. 

2， 假 设 对 某 e 汪 0, 算 子 T;B(60,7 十 e) C8"->B" 单调 .证明 7T(B(0,7)) 
是 本 中 的 有 界 集 . . 

3 设 并 为 实 Banach 空间 ,7; 卫 一 芯 * 半 连 续 单 调 ,S; 久 -> 了 +* 是 强 连 续 
移 ， 试 证 个 十 是 伪 昔 调 的 ， 

4. 试 证 空间 1?(1<p 之 oo) 上 的 正规 对 侦 映 射 是 (序列 式 ) 弱 连 续 的 . 

5。 设 对 为 实 Banach 空间 ， 算 子 T; 多 (人 T)CX>X* 称 为 在 x€ 儿 (了 ) 是 
局 部 灶 有 界 的 ， 是 指 对 任何 EX, ti 守 0，is->0，{ 上 Ti 十 i 上 |x 十 thE 
包 (T)} 是 有 界 集 ， 设 7 了 ; 名 (T)CX>X* 是 单调 算 子 ， 试 证 ; T 在 xE 儿 (7) 
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是 局 部 半 有 界 和 的 当 且 仅 当 人 在 zx€ 多 (T) 处 是 局 部 有 界 的 . 
6.。 设 于 是 Hilbert 空间 ，T: 号 -> 天 是非 扩展 算 子 ， 证 明 7 一 下 是 单 
调 的 . 
7， 设 王 总 严格 赋 范 的 自 反 Banach 空间 ， 算 子 T; 贸 ->X* 在 及 上 半 连 
续 单 调 儿 强制 ， 又 设 当 7x, 对 ，(Tx 一 Ty,z 一 9) = 二 0 时 ， 必 有 zl= 肝 1 试 
证 对 每 一 wEX*+， 方 程 Pr 一 ww 有 了 唯一 解 . 
8， 设 p;:B'->B! 给 定 如 下 : 
{ 一 [一 妈 ， 当 12 去 
一 oe， 否则 
试问 g 在 每 一 点 zdom p 是 否 有 次 梯度 ? 
9， 设 为 实 Hilbert 空 间 ，2F:， 和 -> 各 半 连 续 单 请 . 了 灵 设 对 yE 下 和 某 
7>0, 当 可 |r 时 ,有 《Tz 一 y,z)0。 试 证 YT). 
10， 设 w: 互 -> 局 是 正则 向 下 半 连 续 泛 函 ， 试 证 T=2g 是 满 射 的 当 且 
仅 当 对 一 切 fEX*, 有 
2(z) 一 (六 2 一 co， 当 有 人 >oo 
。 设 互 为 实 自 反 Banach 空间 ;了 * 是 严格 西 的 ， 证 明 : 正规 对 俏 上 映射 
:了 > 陡 * 映 卫 的 单位 球面 威 X* 的 单位 球面 且 为 满 射 的 . 
12， 设 三, 于 * 和 J 了 如 上 题 ,7 磋 -> 总 半 连 续 ， 假 定 存在 so，8o6 互 ,使 得 
(J (2 一 x0) ,Tz 一 y0) 之 0, VzE, 试 证 Tzo= yo. 
13. 设 半 * 是 实 的 严格 凸 Banach 空间 ， 试 证 : 六 上 的 正规 对 侦 上 映射 是 
线性 的 当 且 仅 当 瑟 是 Hilbert 空间 . 
14， 设 总 为 自 反 Banach 空间 , L: 系 - > 站 本 是 线性 单调 算 子 且 BR(Z) 是 六 
集 . 证 明 : R(L) ==X* 当 且 仅 当 工 是 一 对 的 . 
15， 设 为 实 Banach 空间 ，T: 多 (T)CCX->2x* 是 伪 单 调 的 旦 局 部 有 
界 ， 试 证 了 在 多 (7T) [次 连续 
”16， 有 映射 7: 多 (T) CX->2"* 称 为 循环 单调 的 ,是 指 对 任何 nE# 和 任 一 
循环 组 zoy 2 … ,x;y 一 zo, 有 


PT) = 


n 
2) (zj tj—7j_1) 0 
y=1 


证 明 循环 单调 映射 必 为 单调 的 ， 如 果 巨 是 实 Banach 空间 ,gp: 不 -> 订 是 是 
证 国 , 试 证 29 是 循环 单调 的 . 
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17， 设 卫 为 实 自 反 Banach 空间 , 算 子 外 ;六 > 蔷 * 称 为 半 单 调 的 或 为 变 
分 学 型 的 ,是 指 Tz= 二 4{z,x), 共 中 算 子 4: 了 XX 一 了 * 满足 下 列 条 件 : 
(i) 对 固定 的 z< 瑟 , 算 子 A(z,:): 半 之 六 * 半 连续 且 
(Alzr,7)— A(z,Y) ,x—Yy) 0, YYyER 
(ii) 对 固定 的 YE AC(', 四 :XX>X* 是 有 界 半 连续 算 子 ; 
(i 考 za 一 zy (A(zny Xn) 一 4A(zn; 2) ;Tn 一?)->0, 则 对 所 有 9E, Alzs， 


DD Ar, YD); 
(iv)》 攻 x4 一 x?，A4(zs; 失 一, 则 (4(zn, 四 ,za)->(f,z)， 试 证 半 单 调 算 
子 是 伪 单 调 的 . 


18， 设 互 为 自 反 Banach 空间 ， 肌 射 也 ; 多 (T)CX->2x* 称 为 (M) 型 
的 ,是 指 它 除 满足 伪 单 调 映 射 定义 中 的 (pj) 和 (ps) 外 ,还 满足 下 列 条 件 : 
车 {[x,, fa]}CB(T) ,2,7,f. fH 
lim (fns tn — 12) 0 
则 [z, fe (TD). 
试 证 当 多 (7T) = 也 时 , 伪 单 调 映 射 必 为 (M) 型 的 ， 

19， 设 四 为 实 Banach 空间 ， 映 射 T; 多 (T) 忆 了 ->2x* 称 为 广义 伪 昔 调 
的 ,是 指 当 {[zs ,fC 多 (TD) ,va 一 z, 了 一 了 是 lim (fxn 一 z) 所 0 时， 有 
[zy 了] 多 ( 克 租 (他 5) -> (fz) (n>o0). 

试 证 极 大 单调 映射 是 广义 伪 单 调 的 . 

. 20， 设 瑟 为 实 Banach 空间 , C 是 瑟 的 闭 凸 集 ，2，C->2x* 是 极 大 单调 

的 ,8: C->2x* 是 有 界 广义 伪 单 调 的 ， 证 明 了 -8 是 广义 伪 单 调 的 ， 
21Y， 设 T; 多 (TD)CX>22* 极 大 单调 ， 试 证 

(0) = inf fl 

是 下 半 连 续 的 . 
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第 六 章 ” 集 值 映射 的 不 动 点 


本 章 介绍 一 些 集 值 映 射 的 不 动 点 定理 及 由 此 而 推 得 的 著名 的 
Von Neumann 极 小 极 大 定理 . 


§ 1 集 值 映射 不 动 点 的 存在 性 


首先 我 们 把 单 值 映射 不 水 点 的 概念 推广 到 多 值 稼 形 . 

定义 1.1 设 肝 为 非 空 集合 ，T: 有 ->2* 为 集 值 映射 ， 若 存 
在 zxS 谋 ,使 得 zeETzx, 则 称 z 为 的 不 动 点 ， 

我 们 自然 要 问 ， 哪 些 算 子 ( 单 值 的 ) 的 不 动 点 定理 可 推广 到 集 
值 映 射 的 情形 ? 访 如 何 推广 呢 ?为 此 , 需要 引入 下 列 概念 ; 

定义 12 设 ( 卫 , p) 为 距离 空间 , 4, BCX， 称 

h(A, B) = maxX{Szp pla, B), supp (0, A)} 

为 集 4 与 BB 的 Pompeiu-Hausdorff 半 距 离 , 其 中 p(a,B) 是 a 与 
8B 之 距离 ,PpP (5, 4) 是 5 与 4 之 距离 . 

关于 Pompeiu-Hausdorff 半 距 高 的 详细 讨论 见 V,I Istrat- 
escu, Fixed point theory，An introduction 一 书 的 第 十 瘟 ， 下 
列 结果 是 集 值 映射 的 Banach 不 动 点 定理 ， 

定理 11 设 (X,p) 为 完备 距离 空间 ，CCX 为 非 空 闸 集 , 喘 
射 T:C->2° 且 对 任 一 zEC, Tz 是 非 空 间 集 ,又 设 在 在 cE (0, 1) ,使 
得 Vz,yEC, 有 

hOTx, Ty) on (Yr, ) 


i er A HB 
语 荆 证 个 动 凡 ， 


证 明 ” 伍 到 gs(e 1)，zosC 及 ETro， 沾 妨 避 Pp (xo,21) 9， 
否则 zo 已 是 了 的 不 动 点 , 依 投 设 , 有 
Pla TH) RTr0, Tr) HAD x0, 71) 
由 上 列 不 等 式 又 可 取 zo€7Tz1， 使 得 p(x1, za) <5p (zoy ?1)， 控 此 
法 继续 下 去 ,可 到 {7,} CC znriETzny 袖 足 
pKans Lnt1) < PRo FR) NEN 
用 证 明 Banach 不 动 点 定理 的 同样 方法 ,由 上 列 不 等 式 知 ,存在 2* 
EC, pr rz*)—>0(n>c0)， 由 于 
plrntris TI*) Sh Tr, Tr*) Sap (rn, 7*)—>0 
及 Tx* 之 闭 性 ,得 x*ETz*, 
证 毕 
下 列 不 动 点 定理 对 导出 一 般 的 集 值 映射 不 动 点 定理 起 着 重要 
作用 .但 它们 的 证 明 用 到 了 关于 单位 分 解 及 附属 于 某 福 盖 的 连续 
单位 分 解 的 存在 性 ， 这 些 内 容 详 见 本 章 最 后 一 节 ， 
定理 1.2(Browder,F, E. ,1968)” 设 卫 为 自 反 Banach 空 间 ， 
CCX 为 非 空 有 界 闷 凸 集 , 呐 决 射 T:0>2<， 对 任 一 xEC,Tz 为 非 空 
凸 集 ， 此 外 , 假设 对 任何 fEC, 7-!f= {x1zEC， 大人 为 C 中 的 相 
对 弱 开 集 , 则 了 在 0C 内 有 不 动 点 ， 
证 明 ”因为 对 每 一 fEC,7T-!f 为 弱 开 集 ， 而 且 C 中 每 一 7 至 
少 属 于 某 一 这 类 弱 开 集 , 可见 ， 这 类 罚 开 集 程 盖 了 0C， 依 假设 ，C 


是 弱 紧 的 ， 因 而 存在 {z1，…，zs} CC， 使 得 C= Ur 设 


上 i(z)，…，cn(z) 是 附属 于 这 个 覆盖 的 单位 分 解 ， 对 每 一 ii 
1 0 车 ci(Z) 盖 0, 则 2zEZr-iz， 从 而 ziETz. 令 Pr 一 ai(z)zi 
十 … 十 oo(Z)za， 因 为 Zaz 与 C 药 为 是 集 ，T(0)CC， 所 以 对 任何 
ZzEO, PrETY, WW PIC->C， 
作 单 纯 形 5=co{z1，…，zs} 及 有 限 维 线性 空间 =span 
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{zb …y2zaj， 因为 及 在 上 诱导 的 拓扑 与 欧 氏 二 扑 鱼 价 , 故 58 与 欧 
氏 空间 的 某 球 同 胚 ， 因 为 算 子 连 续 且 P(S) C8, 由 Brouwer 不 
动 点 定理 , 已 在 8 内 有 不 动 点 , 即 #* 二 Pz*ETx*. 

证 毕 

由 上 述 定理 可 得 关于 变 分 不 稳 式 有 解 的 一 个 重要 结果 . 

推论 (Browder,F,E. ,1968) 设 卫 为 自 反 Banach 空间 ,CC 
下 是 非 空 有 界 闭 凸 集 ， 算 子 2:C->X* 按 碟 的 弱 拓 扑 到 X* 依 模 
拓扑 是 连续 的 , 则 存在 xEC, 使 得 

(Tx, xX—Y) 0, VYyEC 

证 明 ”倘若 结论 不 真 ， 则 对 每 一 x0， 存在 yEC， 有 (rz sz- 
之 0 作 映 射 台 :C020 

， Pz={y|yEO, (Tw, —y)<0}, xzEC 
显然 , Pz 是 非 空 凸 开 集 ， 由 对 颈 的 连续 性 假设 , 对 任 一 9EC, 忆 - 蕊 
是 C 中 弱 开 集 ， 由 定理 1.2, 存 在 x*EC， 使 得 x*EPrx*， 但 这 样 ， 
发 生 (Tz* 了 “2 40, 地 盾 . 

证 毕 
| 定理 1.3(Browder,F.E.,1968) 设 卫 为 自 反 Banach 空间 ， 
CCX 是 非 空 紧 西 集 , 映射 7:0->27 在 CO 上 是 上 半 连 续 的 且 对 每 
一 z&C, Tx 是 非 空 闭 凸 集 ， 此 外 ,对 任 一 zE90， 存在 fETz, gEC 
和 t>>0, 使 得 f=z 二 i(g 一 s)， 则 人 在 C 内 有 不 动 点 . 

证 明 、 作 Pz 二 {x} 一 Tz, 则 映射 P:0->2*， 显 然 ,对 任何 zE 
C0, Px 韭 空 闲 凸 ， 倘 若 人 在 C 内 没有 不 动 点 ， 则 对 任何 xEC,9 巨 
Pz， 从 而 对 任 一 *EC， 存 在 Pz 的 领域 入 (Px) ,使 得 9EN (Pzx). 
由 廿 集 第 一 分 离 定 理 ,对 任 一 zEC, 存 在 w(z)EX*， 使 得 


(wz),2) <0, VzEN (Pr) (1:1) 
对 任 一 wEX*, 作 集合 
u(w) = {yiyEC, (w, 2) <0, 2EPy} (1.2) 
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根据 (1:) 式 ,对 任 一 xzE0,w(w(z)) 半 多， 因 了 是 上 半 连 续 的 , 改 
对 任 一 xEC，, 存在 相对 于 C 的 开 邻 域 2(+)， 使 得 对 一 切 yEv(7)， 
有 PyCN(Pz). 由 (1*2) 式 ,对 一 切 zEPy, 有 (w(z),z) 过 0, 其 中 
yEv(7) 是 任意 的 ， 而 v《X)Cu(w(x))， 总 之 , 开 邻 域 效 {92(7Y)} wee 
覆盖 了 C. 因 C 是 紧 的 ， 故 可 用 有 限 个 {o(z)，…2(zo)} 材 盖 C. 
作 附 属于 这 个 覆盖 的 单位 分 解 wi(Z)，…oan(Z) 及 
G(z)=aifz)o(zD 十 +oan(z)w(zn) (rEO) 
则 《8(7) 在 C 上 接 X 的 弱 拓 扑 到 和 * 依 模 拓扑 连续 , 
下 证 对 任何 zxEC, 有 


0>(0z,2)= Doz) (wr),2) (YaEPr) (1.3) 
i=1 


事实 上 , 依 单位 分 解 的 含意 ,对 任何 *EC, 至 少 存在 一 个 hE {1 
n)}， 使 得 ai(zZ)>0、 另 一 方面， rtd cr 2) 
式 , 对 任 一 zsE€Pz， 有 (w(xi)， z) <0,t=1,. 
因为 映射 09 满足 定理 1.2 的 推论 入 全 部 候 没 ,所 以 存在 rEO, 
(Q7x,2—2)>0 VzEO ~ (1.4) 
倘若 xE0°, 则 对 每 一 hE 六, 必 存 在 >>0, 使 得 x 十 thEC 和 x 一族 
EC 在 (1.4) 式 中 分 曙 用 4 十 琶 与 + 一 场 代打 z， 于 是 得 (x 及 
>0 且 (Qz, 加 志 0， 因 而 @z=0， 此 与 (1.3) 式 矛盾 ， 次 设 xE3C， 
则 根据 假设 ,存在 fE7z,， 9EC 和 #0， 使 得 f=z+t(g 一 z). 在 
(1: 候 式 中 以 9 代 z， 则 得 (Gz，z 一 g) 宕 0， 因 1 汪 >0， 放 有 (Qz,z 
一 用 尖 0， 由 于 zfEPz, 这 样 也 与 (1.3) 式 发 生 矛 盾 ， 
总 之 ,假定 下 在 C 内 没有 不 动 点 不 对 , 故 史 在 C 内 有 不 动 点 . 
”证 毕 
在 定理 1.3 的 假设 中 关于 映射 “向 内 的 ”边界 条 件 “ 对 任 一 
xzE3C， 存 在 fETz,9EC 和 t>>0， 使 得 =x 十 tl9 一 z)” 也 可 换 成 
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“向 外 的 ?边界 条 件 , 即 “对 任 一 zEaC, 存在 fE7z,9EC 和 4>0, 使 
得 f=z 一 ti(g 一 x*)”， 其 证 明 方 法 只 需 把 (1.4) 式 中 的 “< ”及 后 边 
相应 的 “<” 换 成 “>”, . 
利用 定理 1.3， 易 导出 下 列 结果 , 它 是 Schauder 不 动 点 定理 
的 多 值 推广 ; 
定理 1.4(Bohnenblust, H. F. 和 Karlin, S$. ,1950; Glicksbe- 
Ig,I.L.,1952) ” 设 及 为 自 反 Banach 空间 ,CC 于 是 非 空 紧 凸 集 ， 
上 映射 T:0->2* 上 半 连 续 且 对 任 一 zxEC, 7z 是 非 空 闸 凸 集 , 则 了 在 
'C 内 有 不 动 点 . 
证 明 显然 ,T(0)CO. 对 任 一 zE3C, 只 需 取 9g=fETz,t=1， 
- 便 满足 定理 1.3 的 全 部 假设 . 
定理 1.5(Bohnenblust,H. F. ,Karlin,S. , 1950) 设 己 为 自 
反 Banach 空间 ,CCX 是 非 空 闸 凸 集 ，2O->29 上 半 连 续 - 又 设 
对 任 一 *EC, Tz 是 非 空 闭 击 集 且 朋 (7) CC 相对 紧 ， 则 TP 在 C 内 
有 不 动 点 . 
证 明 令 下 =co 统 (T), 由 Mazur 定理 ， 天 .是 紧 凸 集 ， 显 然 
五 CC 故 了 :天 ~>25 满足 定理 1.4 的 全 部 条 件 ， 因 此 , 下 在 下 内 有 
不 动 点 。 ”| | 
证 毕 
82 极 小 极 大 定理 
本 节 我 们 利用 多 值 映 射 的 不 动 点 定理 来 证 明 著 名 的 Von 
Neumann 极 小 极 大 定理 , , 
我 们 来 考虑 对 策 论 中 的 一 个 问题 ， 设 两 人 Pl,，Ps 进行 博 奕 ， 
他 们 分 别 拥有 策略 集 C; 和 Cs*， 当 Pi 取 riEC,，Ps 取 zsECs* 时 ， 
P, 损失 为 (zy za),P: 正好 赢得 p (zx1, zs). 假定 两 个 人 彼此 完全 
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独立 行动 ， 这 是 一 个 二 人 零 和 博 奕 ， 疡 的 目的 是 如 何 选 树 策略 
XEO', 使 得 sup 9 (x1, 22) 尽 可 能 的 小 ,而 Ps 到 办 于 如 何 选 择 zsE 
C0, 使 得 inf (zuz2) 尽 可 能 的 大 ， 记 
加 fz) =sup (21,2), EC 
9 (22) -inf pe,20), za2ECz 


这 样 一 来 ,他 们 各 自 的 有 利 策略 是 
Pi 取 zaECu 使 得 。 72 一 mi flz) 


P; 取 #2€02, 使 得 ”9g (#2) = max g(z,) 
2 


显然 有 9g(zo) 人 f(z1)， 如 果 能 选择 31、zo, 使 得 gC39) = 二 f(z1)， 则 - 
称 1， zs 是 对 他 们 都 有 利 的 策略 , 摘 小 极 大 到 论 是 研究 存在 如 此 
的 到 和 名 的 条 件 . 

定义 2.1 设 为 线性 空间 ,CCX 为 凸 集 , 泛 莫 po 条 

为 拟 西 的 ,是 指 对 任何 iE(0, 了 ,xz,yEC,、 有 
plizst+(1—)D Smax{p(7), p(y)} 
如 果 当 # 六 yy 有时， 必 为 不 等 号 , 则 称 罗 为 严格 拟 丁 的. 

引 建 3.3 花 国 %20CX 一 及 是 拟 则 的 充 要 条 件 是 对 任何 
7EB',er(9) 一 {2|zEC, gp(z) 委 站 是 凸 集 . 

证 明 留 给 读者 作为 习题 . 

引 理 2.2 设 XX 为 自 反 Banach 空间 ，CCX 是 非 空 有 界 闭 
吓 集 且 wp:C-> 避 是 拟 西 的 和 下 半 连 续 的 芒 函 ， 则 9 在 C 上 有 最 
小 值 . 

证 明 根据 假设 , C 是 弱 紧 集 ， 由 引 理 2.1, 对 任何 *EBb5 er 
(9) 是 凸 集 . 依 假设 e,(p) 是 闲 集 ,从 而 是 弹 序列 闭 的 由 第 四 章 定 
理 2.1,， 9p 是 弱 下 半 连 续 的 .最 后 从 第 四 章 定理 3.2 知 结 论 为 真 . 

证 级 
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有 了 以 上 难 备 , 我 们 有 下 列 重要 结果 . 

定理 2.1(Neumann 天 又 , ,Fan, Ky) 设 瑟 ;， 下 。 钳 为 旧 反 。 
Banach 空间 ，0,CCX,,，Cs 民 乍 s 均 为 非 室 有 固 闭 同 集 ， 又 设 映射 
:O01XCs>B!， 对 任 一 x2E0C2，g(' ,22) :01->B! 是 拟 册 和 下 尘 过 : 
续 的 ; 对 任 一 zs.E0C1， 一 pp (zi ) :Co->B! 也 是 拟 凸 和 下 半 连 续 的 .. 
则 存在 31.EC1, zsECs 使 得 


min sup Plz1, 52) f (£1) =g (72) Max inf 9 29 za) 


证 明 依 前 面 引 入 的 记号 ， f(s) = sup pl, A Ae) 
inf 9 (21, 22). 先 来 证 明 存在 #4.EC1， 使 得 f(z1) 一 mipf(z0、 注 : 
意 到 在 定理 的 假设 条 件 下 , 因为 

Sup 9 zza) 一 一 inf (—9(z1, 22)) 21EO1 


及 引 理 2.2, 其 上 式 右 端 的 下 确 界 不 仅 存在 , 而 且 是 最 小 值 ,可见 ， 
f(z) 有 意义 ， 今 证 f(z1) 是 下 半 连 续 的 ， 事 实 上 , 对 任何 1EC。 
r€E,, 


f(z1)>>r<> 存 在 z2ECs, 使 plz1,22)>>7 
由 此 得 
{z1]2€0,, f(z21)>7}= U {141E0% 9 bar 29) > 


因为 加 ;22) 是 种 半 连续 的 , 所 以 上 起 有 沁 的 每 一 集合 是 开 入 。 
候 出 左 端 是 开 集 ， 因 此 ,f(z1} 是 下 半 连 续 的 . 
Vz,yEO4 r=max{f(72), f(D 9(s, 2 Er, pW ze 
二 ?7， 因 gC,z2) 是 拟 凸 的 ,所 以 YitEf0,1]jzstGo 有 
ptrt (1—t)y, Smax{(p(r, 70), p(F, 22) } Cr 
从 而 
ftzt (I= supo list (~—t)y, 22) < 


29 


赤 ftz+ (1 一 芒 疙 委 maxff(z),7(}，F(z0) 是 拟 是 的 。 按 引 理 
2.2, 存在 页 EC， 使 得 了 (#1) =min f(z21). 
”完全 类 似 地 可 证 明 , 存在 zsECs, 使 得 9 (zs) =maxg (za 前 
面 已 指出 ,9 (#2) 二 f(z1). 
下 证 g(39) 之 f (1)，Va>>0, 令 旺 =9 (32) 十 0 加 = 了 5) 一 0 
我 们 定义 多 值 映射 了:C, x Cs>2%*02 如 下 
Te 82) = {ww2IEO! x Cs, 9 (0 aa) 一 ia p(t19 72) < 
因为 Y[z1, ze]EC XO, 有 
min p21 2) <9 20) < 
maxg (x1, 22) >f (21) > i 
豆 T(z1,22) DT) = 01x Ca. 从 上 列 关 系 式 易 知 ， 当 [wis 
wa EO XC 时 , 有 | 
7 (ou Ws) = {[z;, ta | Ex, #2JEO! x Oy 
JP (wis r2) < P(t, 12) > to} 
我 们 来 证 明 Ta 7X) 坪山 集 、 为 此 Yxs<=Ca, 考虑 集合 
LN 
设 n， VEW,, 则 Pp C1, x2) Sr<t,g (v1, 22) 人 ?< 之 ti 其 中 7 二 max 
{Plus zo) ，p (v1,c2"}， 依 定理 假设 er(p(,，zs)) 是 凸 集 ， 所 以 
P(E 十 (1 一 季 04578) 7 之 t1, 故 集合 历 ; 是 凸 的 ， 完 全 类 似 地 可 
证 VziEC1， 集 到,= {ws |wsECs, op (zi us) > 四 也 是 止 集 ， 于 是 ， 
VY[zuzs]ECx Ca T(z, 72) 一 厂 ;x 克 。 是 乘积 空间 祥 , x 瑟 中 的 
圳 集 ， 此 外 ,实际 上 前 面 已 证 明 集 
Zi1= {21121E01, p21, 2) S12)} 
对 任何 ws€0: 也 是 西 集 ， 因 为 p(w) 是 下 灶 连 续 的 , 故 21 是 相 


对 闭 集 . 从 而 集 2 是 相对 弱 闭 的 . 于 是 ,其余 集 {z1 1x1E01, gp (z， 
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wo) 之 to} 对 任何 wsE0s, 是 C; 的 相对 弱 开 集 ， 用 类 似 的 方法 可 讨 
论 集合 {zs1zsEC2,9 (ws 22) 之 刀 ), 它 是 04 的 相对 弱 开 集 ， 这 样 ， 
我 们 就 证 明了 ， 若 对 乘积 空间 闻 ,x XX 赋予 X, 的 弱 拓 扑 与 和 ,的 : 
能 拓扑 的 乘积 拓扑, 则 
全 120) 一 琴 ; xx 本 ， 

是 工 ,xs 中 关于 C1x Cs 的 相对 弱 开 集 . 

以 上 我 们 证 明了 映射 了 在 C,x Cs 上 满足 定理 1.2 的 全 部 条 
件 ， 所 以 了 在 CO x Cs 内 有 不 动 点 [zfz 拉 , 即 

f (£1) 一 %<O (zt, 2) <g9 (Rs) + 

因为 a 是 任意 的 , 令 g>0; 得 (5):<<g (到 )， 所 以 了 (zi) =9(E2). 


关于 间 人 分区 人 了 于 有 外 有限 的 开交 纺 
位 分 诡 的 奉 在 性 ， 不 仅 在 证 明 本 章 定理 1.2 和 1.3 时 用 到 它们 ， 
而 且 ， 实 际 上 ， 在 第 三 章 Dugundi 扩张 定理 的 证 明 中 ， 第 五 章 
Debrunner-Flor 不 等 式 ( 引 理 4.1) 的 证 明 中 巴结 答 出 了 其 体 的 
连续 单位 分 解 ， 单 位 分 解 在 非 线 性 泛 函 分 析 中 是 基本 的 证 明 
工具 . : 
定义 3.1 设 X 是 Hausdorff 拓扑 空间 ， {f。}aer 是 一 族 从 到 
到 [0，4 的 连续 映射 ， 称 {fs}ser 为 了 上 的 连续 单位 分 解 ， 是 指 
{fe}oei 满足 下 列 条 件 ; 

(i) {supp(fa)joei 是 局 部 有 限 族 ; 

(ii) > fo(z)=1 (EX), 

如 果 {4aj。sr 是 王 的 开 覆 盖 上 且 supp(fJC4。(as7)， 则 称 : 


{fa) ser 是 附属 于 覆盖 {4ajoer 的 连续 单位 分 解 ， 
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由 于 {supp(fo)}aer 是 局 部 有 限 族 ， 所 以 之 (2) 怎 有 限 


求 和 . 

Urysohn 引 理 设 4, B 是 距离 空间 的 两 个 非 空 间 集 ， 并 
且 4nB= , 则 存在 定义 在 上 取 值 于 [0, 1] 的 连续 函数 f, 使 得 
当 xE4 时 ,f(x)==1, 而 当 xzEB 时 ,了 (2)=0. 

应 用 Tietze- -Urysohn 扩张 定理 (第 三 章 引 理 3.1) 可 直接 推 
者 Urysohn 引 理 . 

引 理 3.1 设 半 是 距离 空间 ， {As}ser 是 文 的 局 部 有 限 开 条 
盖 , 则 存在 并 的 开 玫 盖 { 吾 ,Jane 使 得 BC A,(nEW). 

… 诈 明 : 我们 对 名 归纳 地 来 定义 开 集 族 {Bjwc 使 得 
(i) B.CA, 


(ii) (U3)u( 划 及 -z 
候 定 对 <r 已 吉 定义 了 B。 由 U zu 人 U -x 


co=( 岂 zu (Wd, 多 于 二 ,我 们 及 \4 cc. 


下 而 我们 来 证明 存 起 开 集 FF， 使 得 XN4uCFCPFCC， 如 果 
下 = 4 我 们 到 了 了 三峰 ， 如 果 C= 与， 我 们 取 下 = 天 如 果 4 
与 广 \C 都 非 空 网 由 Urysohn 引 理 有 连续 映射 :了 ->[0,1]， 使 


TCD-=UUcexXNMw， 而 fo) =1CEXNO). 取 P= Fe)< 3 
显然 了 是 开 集 , 且 


J 


= jos 了 Co 


令 Bn,=X\V, 那么 BCX\VCAn, BnUC= 了 Y. 因此 ，B, (mn 三 m) 
满足 条 件 (i)、(Gii)， 由 归纳 原理 可 做 出 满足 (Gi) 和 (i 的 一 列 
< 29 了 。 


Bs(nEV)， 而 对 每 个 zxEXY, 存在 xEN 使 xzE4o(my>2)， 因 而 对 某 
Ln, 有 XEBs， 故 {Bs)wer 攻 座 了 六. 
证 毕 
定理 3.1 设 习 是 距离 空间 ，{4j-r 是 也 的 局 部 有 限 的 开 
种 盖 , 则 在 了 上 存在 附属 于 {4,}wey 的 连续 单位 分 解 . 
证 明 由 引 理 3.1, 有 并 的 开 覆 盖 {B,j ve 使 了 CA4fnEf 
显然 {[B,}ney 是 局 部 有 限 的 。 据 Urysohn 引 理 ， 对 每 个 % 存在 一 
连续 映 射 加 :对 [0，1， 使 加 (XY)=1(zEB,) 耐 加 (2)=0(xEX\ 


40)- 取 (有 一 去 ) 的 正 部, 记 g(z)= (ma 一 (z), 则 supp(yo)C 


‘EX lbh) | C4,。 设 "一 马 7 。 由 于 {BJ)。，， 牙 盖 碟 


国 此 9(z)>0(zEX)， 从 而 嚼 数 f=9w1g 有 定义 且 在 瑟 上 连续 ， 
它们 构成 对 上 附属 于 {4,} -x 的 单位 分 解 . 
证 毕 
下 面 的 推论 是 有 关 单 位 分 解 的 基本 命题 ， 
推论 1 设 五 为 距离 空间 互 中 的 紧 子 集 ，{44ji<t<a 是 到 的 有 
限 开 权益 ， 则 存在 % 个 连续 映射 J;: 革 ->[0， 二 ,使 得 snpp(f0D) CC 


A,(1<iSMm) 和 fi(7)<1(zEX) 并 当 xEK 时， 人 2) =1. 


证 明 令 4 二 匀 \K, 取 附属 于 久 的 开 禾 盖 {4s}o<ian 的 连续 
单位 分 解 {fo}joct<m 即 可 ， 


证 毕 
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